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Kapitel 1
Einleitung

Shicheng Wang und William H. Meeks IIT haben in [35] bzw. [22] die Existenz
von invarianten (essentiellen) Kreisen unter orientierungserhaltenden Diffeo-
morphismen endlicher Ordnung auf geschlossenen orientierbaren Flachen un-
tersucht.

Diese Arbeit beabsichtigt, einige der in [35] und [22] erzielten Ergebnisse
aufzugreifen und zu vertiefen. Weiter zeigt sich, dass gewisse Beweistechniken
auch unter allgemeineren Voraussetzungen anwendbar sind. Insbesondere erhalt
man so Resultate iber die Existenz von invarianten Kreisen auf nicht-orientier-
baren Flachen. Die notigen Grundlagen dafur werden in Kapitel 1 bereitgestellt.
Als wichtiges Hilfsmittel fiir die Verallgemeinerung hat sich [5] erwiesen.

In Kapitel 2 werden unter anderem sehr ausfihrlich periodische Abbildungen
ohne invarianten Kreis (im klassischen orientierten Fall) analysiert. Dies ist
insofern interessant, weil die “meisten” Abbildungen invariante Kreise besitzen.

In Kapitel 3 betrachten wir ausschliesslich periodische Abbildungen ungera-
der Ordnung auf geschlossenen nicht-orientierbaren Flachen. In diesem Fall ist
die angesprochene Verallgemeinerung moglich und man erhalt daher zahlreiche
Ergebnisse.

Das ist jedoch nicht selbstverstandlich, wie in Kapitel 4 angedeutet wird.
Beispielsweise konnen neue Eigenschaften auftreten, wenn wir orientierungs-
umkehrende Abbildungen auf orientierten Flachen oder Abbildungen gerader
Ordnung auf nicht-orientierbaren Flachen anschauen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Professor H. Geiges bedanken fur die
Auswahl des sehr interessanten Themas und fur die ausgezeichnete Betreuung

in den letzten vier Monaten.



1.1 Grundlagen: klassischer Fall

Dieses Kapitel beschreibt ziemlich ausfiihrlich die wichtigsten Voraussetzungen
und Definitionen, welche die Grundlagen fiir das gesamte Kapitel 2 bilden. Am

Schluss dieses Kapitels werden die Hauptpunkte nochmals zusammengefasst.

Definition. Sei [ eine orientierte geschlossene Flache vom Geschlecht g, d.h.
eine kompakte orientierte 2-Mannigfaltigkeit (ohne Rand). Die Flache F ist
durch g bis auf Homoomorphie bestimmt. Praktisch immer setzen wir dabel
g > 2 voraus. Falls auch die Sphare S? oder der Torus 77 in die Untersuchungen
miteinbezogen werden, wird dies speziell betont.

f bezeichne eine orientierungserhaltende periodische Abbildung auf F, der
Ordnung p > 2. Dabei heisst f periodisch der Ordnung p, falls ff = idp, und
J© #idp, ist, fir alle 1 < r < p. Jede periodische Abbildung ist automatisch
bijektiv. Zusatzlich fordert man, dass f und f~! differenzierbar sind (beziiglich
der eindeutigen differenzierbaren Struktur von F,). Der Ausdruck periodische
Abbildung soll deshalb immer periodischer Diffeomorphismus bedeuten. Die
(endliche, moglicherweise leere) Menge der singulidren Punkte definieren wir

als
{xe€ Fy|3rmit 1< r <pund f(z) = z}.

Zum Beispiel sind in dieser Menge alle Fixpunkte von f enthalten. Punkte, die

nicht singular sind, nennt man regular.

Als Nachstes fuhren wir die zentralen Begriffe (jberlagerung bzw. verzweigte

(jberlagerung ein. Die folgenden Definitionen stammen aus [33, Kapitel 6]:

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Eine ﬁberlagerung von X besteht
aus einem topologischen Raum X und einer stetigen Abbildung 7 : X — X,
so dass es zu jedem z € X eine offene Umgebung U mit folgenden zwei Eigen-
schaften gibt: i) Das Urbild #~1(U) ist die Vereinigung von offenen paarweise
disjunkten Mengen Uj C X fiir Jj € J, wobei J eine nicht-leere Indexmenge ist.
it) Fir alle j € J ist 7r|0j : [j'j — U ein Homoomorphismus.

Fiir z € X heisst das Urbild 7='(z) die Faser iiber z. Die Mengen (jj sind
die Blatter tiber U. Wenn X zusammenhangend ist, so sind je zwei Fasern
gleichmachtig. Diese Machtigkeit heisst Blatterzahlder fjberlagerung; sie kann
endlich oder unendlich sein. Eine Uberlagerung 7 : X — X heisst universell,
wenn X einfach zusammenhiingend ist, d.h. wenn die Fundamentalgruppe 71'1(;()
trivial ist. Eine Decktransformation ist ein Homoomorphismus h:X > X
mit 7o h = 7. Zwei Uberlagerungen T o )N(l — X, m )N(g — X heissen

isomorph, falls ein Homoomorphismus h: )N(l — f(g mit 73 o h= m existiert,



also folgendes Diagramm kommutiert:

X1

>

~
>
[Sv]
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X
Es gilt der bekannte Wegliftungssatz

Satz 1.1. Zu jedem Weg v : [0,1] — X und jedem Punkt & in der Faser
7= (v(0)) gibt es genau einen Lift % von y mit ¥(0) = & (d.h. einen Weg
5:00,1] = X mit r04 =7).

>

2
E

S

0.1 ——
Die nachste Definition ist identisch mit [13, Definition 3.8.1]:
Definition. Sei D? = {z € C :|z|< 1}, I =[0,1],n €N, k€ N — {1} und

fn:D? x I*=2 5 D% x 572
(2,81, yth—o) = (27,81, ... th—2).
FEine stetige Abbildung 7 : X — X zwischen metrischen Raumen wird verzweig-

te I"Jberlagerung genannt, wenn es zu jedem Punkt 2 € X eine abgeschlossene

Umgebung U gibt, so dass fiir jede Komponente U in 7~ 1(U) ein kommutatives

Diagramm
Drx -z
.fnl lﬂrj
prx -z Lty
existiert, wobei A und h Homoomorphismen sind mit A (0, %, . ,%) = z. Die

Zahl n heisst Verzweigungsindex von # = 7~ 1(z) N U. Die Bilder (unter
m) der Punkte mit Verzweigungsindex n > 1 heissen Verzweigungspunkte.
Wenn jedes & € 77" (z) den gleichen Verzweigungsindex hat, sprechen wir auch

vom Verzweigungsindex von z.

Daraus folgen sofort zwei Aussagen: i) X und X sind k-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten (bei uns wird immer k& = 2 sein). ii) Sei B die Menge der
Verzweigungspunkte. Die Einschrankung = : X — 7~ '(B) = X — B ist eine

(unverzweigte) Uber]agerung.



Schliesslich nennen wir eine verzweigte ﬁberlagerung zyklisch, falls die
Gruppe der Decktransformationen (der unverzweigten Uberlagerung T X —
7~ (B) — X — B) zyklisch ist.

Die bisher definierten Begriffe finden in folgendem wichtigen Satz ihre Haupt-

anwendung;:

Satz 1.2. (f) :={f, f* ..., fF = idp, } ist eine zyklische Gruppe der Ordnung
p mit Erzeuger f. Die Gruppe (f) operiert auf Fy durch

(fy x Fg > F,
(fi,z) = f(2)

und induziert eine zyklische verzweigte Uberlagerung q : Fy — Fy/{f) der Ord-

nung p mit | > 0 Verzweigungspunkten B := {y1,... .y} C Fy/{f). Dabei ist
q die natirliche Projektion und Fy/(f) wieder eine orientierbare geschlossene
Fliche vom Geschlecht ¢', fiir ein g' > 0. Seien my, ... ,my die Verzweigungsin-
dizes der Verzweigungspunkte yi,...,y. Dann gilt die Riemann-Hurwitz
Formel

29 -2

!
1

=20 —2+3 (1-—).

p i—1( mi)

Zu q: Fyg — Fy/(f) gehort eine Monodromie-Darstellung
0 (Fy/f) — B) = 7
und umgekehrt. (7, steht fir eine zyklische Gruppe der Ordnung p.)

Um Satz 1.2 verstandlich zu machen und die Theorie weiterzuentwickeln, be-
nutzen wir das Buch [24], in welchem in der Sprache der Riemannschen Flachen
alle bendtigten Werkzeuge bereitgestellt werden. Dass man sich hier auf Rie-
mannsche Flachen konzentriert, ist kein Nachteil, wenn man weiss, dass F, mit
einer komplexen Struktur ausgestattet werden kann, so dass f als Automor-
phismus auf der Riemannschen Flache Fj realisiert wird ([16]). Tm Gegenteil,
dadurch wird eine Verallgemeinerung auf die Theorie der sogenannten Klein-
schen Flachen vorbereitet, die im Kapitel 1.2 eingefithrt und im Kapitel 3 be-
nutzt wird. Weiter bedienen sich auch viele der spater verwendeten Arbeiten
dieser Theorien, beispielsweise [1], [4], [5], [11], [15], [21], [25] oder [30]. Es lohnt
sich also, einige wichtige grundlegende Definitionen sowie die fur uns relevanten
Sétze aus [24] zu zitieren. Mehrere bereits definierte Begriffe, wie z.B. verzweigte
ﬁberlagerung oder Riemann-Hurwitz Formel tauchen nochmals in einem etwas

anderen Kontext auf, sind jedoch vertraglich mit den urspringlichen.



Definition. Eine Riemannsche Flache ist ein zusammenhangender haus-
dorffscher topologischer Raum X, dessen Topologie eine abzahlbare Basis be-
sitzt, zusammen mit einer komplexen Struktur, d.h. mit einem maximalen kom-
plexen Atlas auf X. Dieser Atlas besteht aus paarweise kompatiblen kom-

plexen Karten
{bo : Uy = Vo | Uy C X offen, V,, C C offen, ¢, Homéomorphismus},

so dass X = Ua Uq ist. Die Karte ¢o : Uy — Vi, heisst kompatibel mit ¢g :
Up — Vg, falls entweder UyNUg = B oder ¢gog ! : da(UaNUs) — ¢5(UaNUp)
holomorph ist ([24, Definition I.1.1, 1.6, 1.14, 1.17, 1.18]).

Satz 1.3. ([24, Proposition 1.1.23]) Jede Riemannsche Fliche ist eine orientier-
bare wegzusammenhangende reelle 2-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit. FEine

kompakte Riemannsche Fldche st diffeomorph zu Fy fir genau ein g > 0.

Definition. Sei X eine Riemannsche Flache. Die Abbildung F' : X — X
ist ein Automorphismus, falls F' bijektiv und biholomorph (d.h. F und F~!
holomorph) ist. Dabei heisst F' holomorph, wenn fir jedes € X komplexe
Karten ¢1 : Uy = Vi (x € Uy), ¢ : Uz — Vo (F(x) € Us) existieren, so dass
¢3 0 F o ¢! holomorph (im tblichen Sinn) in ¢1(z) ist ([24, Definition I1.3.1,

3.6)).

Satz 1.4. Es seien X, Y Riemannsche Flachen und F,G : X — Y holomorphe
nicht-konstante Abbildungen. Dann gilt

i) ([24, Proposition I1.3.10]) Falls F und G auf einer Teilmenge von X
ubereinstimmen, die einen Hdufungspunkt besitzt, dann ist F = G.

i1) ([24, Proposition 11.3.12]) Seien X und Y kompakt, dann ist F~'(y) eine
nicht-leere endliche Menge, fir alley €Y .

1) ([24, Proposition 11.4.1]) Zu F und jedem x € X gibt es eine eindeutige
naturliche Zahl n mit folgender Eigenschaft: Fur jede Karte ¢o : Us — Vo auf
Y mit ¢2(F(x)) = 0 existiert eine Karte ¢1 : Uy — Vi auf X mit ¢1(z) =0, so
dass ¢o(F (671 (2))) = 2™ ist.

Es seien im Folgenden weiterhin X, Y Riemannsche Flachen und /' : X - Y
eine holomorphe nicht-konstante Abbildung.

Definition. Die in Satz 1.4 iii) eingefithrte Zahl n ist die Multiplizitat von
F in z ([24, Definition 11.4.2]). Schreibweise: n = mult;(F'). Ein Punkt y € Y
heisst Verzweigungspunkt von F, falls y = F(z) ist fir ein 2 € X mit
mult; (F) > 2 ([24, Definition 11.4.5]). Wenn X und Y kompakt sind, definiert

man den Grad von F als

deg(F) := Z mult, (F).
TEF~1(y)



Diese Summe ist endlich und unabhéngig von y € Y ([24, Proposition 11.4.8,
Definition 11.4.9]).

Beispiel. ([24, Corollary 11.4.10]) Fiir X kompakt und F : X — X ein Auto-
morphismus, ist deg(F) = 1.

Definition. Seien X und Y kompakt. Wenn F' Verzweigungspunkte hat, nennt
man F' verzweigte I"Jberlagerung. F hat nur endlich viele Verzweigungspunk-
te B := {y1,...,y}, weil X kompakt ist. Eliminiert man diese Verzwei-
gungspunkte sowie deren Urbilder, ergibt sich durch Einschrankung eine (ge-
wohnliche) Uberlagerung F:X—-F'(B)—=Y -B.

Satz 1.5. ([24, Theorem 11.4.16]) Seien X und Y kompakt, g bzw. g' bezeichne

das Geschlecht von X bzw. Y. Die Riemann-Hurwitz Formel lautet

29— 2=deg(F)(29' — 2) + Y _ (mult,(F) — 1).

Nur endlich viele Summanden sind positiv, weill X kompakt ist.

Ab jetzt sei f : X — X ein (periodischer) Automorphismus der Ordnung
p auf der kompakten Riemannschen Flache X. Wie oben bezeichne (f) :=
1f, F2, ..., f? =idx} die endliche zyklische Gruppe erzeugt von f. Dann gilt:

Satz 1.6. Die Gruppe (f) operiert holomorph und treu (effektiv) auf X durch

(HxX—=>X
(F',2) = [ (@),

weil folgende Eigenschaften erfullt sind:

(fF o f9)(@) = F(f (=)) fir alle 1 < i,j < p und & € X,
fP(x) = fir allex € X,

x = fz(x) ist holomorph fir alle 1 < i < p,
(fre(f)| file) =2, Ve e X} = {f}.

Definition. Der Orbit eines Punktes 2 € X wird definiert als (f) - 2 :=
{f(z), f*(z),..., f°(x) = z}. Die Stabilisatoruntergruppe von z € X ist
die Untergruppe von (f)

(Ha = €N fi(z) =2}



Satz 1.7. Die Stabilisatoruntergruppe (f); ist zyklisch ([24, Proposition T11.3.1])
und es gilt

p=I(f) - 2l[{f)al,

wobei | - | fiir die Ordnung einer Gruppe steht.

X/(f) bezeichne den Quotientenraum, d.h. die Menge der Orbits und ¢ :
X — X/(f) sei die natiirliche Projektion. Wir versehen X/{f) mit der Quo-
tiententopologie. Das bedeutet, dass U C X/(f) offen ist, falls ¢=1(U) offen in
X ist. Die Abbildung q ist surjektiv, stetig und offen.

Satz 1.8. ([24, Theorem II1.3.4]) Man kann auf X/(f) Karten definieren, so
dass gilt: X/(f) ist eine kompakte Riemannsche Fldche, ¢ : X — X/(f) ist
holomorph, deg(q) = p und mult,(q) = |(f)s| fir alle z € X.

Sei y € X/{f) ein Verzweigungspunkt von ¢ : X — X/(f) und sei

{z1,...,2,} = q_l(y)

die Menge der zu y gehorenden singularen Punkte. Die Punkte 21, ... 2z, bilden
einen Orbit und haben deshalb konjugierte Stabilisatoruntergruppen, insbeson-
dere ist m := |(f)s,| unabhangig von j (1 < j < r) und es gilt m - r = p.

Zusammenfassend gilt: Zu jedem Verzweigungspunkt y; € X/(f) gehoren
ein 2 <m; <pund 1 < 7 < p/2 mit p=m;-r;. Die Ordnung p ist also
durch m; und r; teilbar. Schreibweise: m;|p, ri[p. Dabei ist m; = mult,,(q)
die Ordnung der Stabilisatoruntergruppe eines beliebigen Punktes «; im Urbild
von y; und r; die Lange des Orbits ¢~!(y;), also gleichzeitig der Index der
Stabilisatoruntergruppe (f); in (f).

Bemerkung. Sei {y1,...,y} die Menge der Verzweigungspunkte von ¢ und g
bzw. ¢’ das Geschlecht von X bzw. X/(f). In diesem Fall lautet die Riemann-

Hurwitz Formel gemass Satz 1.5

29 — 2 = deg(q)(29' — 2) + D _ (multy(q) — 1)
reX

=p(20' =2+ D ({f)al = 1)

rzeEX

=p(29' = 2) + Z ri(m; — 1)

=p(20' =2+ Y_(p— o)

i=1
1

my

))-

=p(2 -2+ > (1-

i=1



Die Gleichung hat also die Form

l
29 — 2 , 1
=20 -2+ (1-—),
p i—l( mi)

genau wie in Satz 1.2 behauptet (vergleiche [24, Corollary I11.3.7]).

Als Nachstes wollen wir die am Ende von Satz 1.2 beschriebene und spater
oft benutzte Aussage uiber die Monodromie-Darstellung herleiten:

Sei B die Menge der Verzweigungspunkte von ¢ : X — X/(f). Man kann der
p-blattrigen Uberlagerung ¢ : X — q~"(B) = X/(f) — B folgendermassen eine
sogenannte Monodromie-Darstellung § : m (X/(f) — B,*) — S, zuordnen.
(Dabei bezeichnet S, die symmetrische Gruppe der Ordnung p!, also die Gruppe
aller Permutationen der Menge {1, ..., p}, und * sei ein Basispunkt in X/{f)—B;
spater werden wir den Basispunkt weglassen, weil er keine wesentliche Rolle
spielt.)

Benenne die p Punkte in der Faser ¢~ '(x) mit {«F,... ,2,}. Dabei sei
zr = fFYay) fir k=1,...,p. Jeder geschlossene Weg v : [0, 1] — X/(f) — B
mit v(0) = (1) = * kann zu genau p Wegen %1,...,%, angehoben werden,
wobel 4 durch den Anfangspunkt 5 (0) := 2, eindeutig festgelegt ist. Die End-
punkte (1) liegen auch in ¢~'(*) und induzieren daher eine Permutation von
{z7,... 23} bzw. eine Permutation o in S, durch die Vorschrift z} — (1) =:
ok
[v] € m1(X/(f) — B, *) ab und liefert den gesuchten Gruppenhomomorphismus

) Diese Zuordnung hangt nicht vom gewahlten Reprasentanten der Klasse

6:m(X/(f) — B,*) > S,

[v] = o.

Weil X —¢~!(B) zusammenhangend ist, zeigt man leicht, dass das Bild im(#f)
eine transitive Untergruppe von S, bildet. Das bedeutet, dass zu jedem Paar
(k1,k2),1 < k1,ks < p, ein o € im(0) mit o(k1) = ko existiert ([24, Lemma
I11.4.4]).

Wir wollen # noch ein wenig genauer studieren (vergleiche Abb. 1.1 fir das
Beispiel p = 6). Sei y; € B ein Verzweigungspunkt von ¢ und {zf,... 2. } =
q~"(y;) die Faser iiber y;. Wahle eine offene Umgebung W; von y; in X/(f) so
klein, dass ¢~ (W;) in r; disjunkte offene Umgebungen U7, . . . U,f'i umzi, ... mil
zerfillt. Es gibt lokale Koordinaten, in denen q|UJz : Uj — W; die Form z +— 2™
hat, fir alle 1 < j < 7, und mit m; = p/r;. Betrachte die m;-blattrige Uberla-
gerung q|U;;_{z;-} : Uj - {.73;} — Wi — {w:}. Sei w; ein Basispunkt in W; — {y;}
und §; : [0,1] — W; — {y;} ein geschlossener Weg mit 8;(0) = G;i(1) = w;,
der sich einmal um y; windet (in der Richtung der Orientierung von X/(f)).
Dieser Weg §; induziert in jedem U; eine zyklische Permutation der jeweils

m; Punkte U; N q_l(wi). Wiéhle einen Weg «; von * nach w; (a; passiere

10



1=2,my =3, ry =2 t=1,m =2,r =3

|

‘9([72]) =

Abb. 1.1: 0([y:])
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keinen Verzweigungspunkt) und definiere v; := a; - §; - ¢

. Damit ist ~; ein
geschlossener Weg mit Fusspunkt #, der sich einmal um y; windet. Der Weg o
identifiziert die Fasern ¢=' () und ¢~'(w;). Somit erhalt man 0([y;]) aus den
durch f; induzierten zyklischen Permutationen. Also ist #([v;]) das Produkt von

r; disjunkten m;-Zyklen und hat folglich den Zyklen-Typ

m; - -

[0,...,7,...,0] fir m; # p, bzw. [0,...,0,1] fur m; = p,
vergleiche [24, Lemma I11.4.6]. Ausserdem hat §([v;]) die Ordnung m; in S,.
Fir k =1,...,p bezeichnen wir mit &; ; den Lift von a; mit Anfangspunkt z; .
Den Endpunkt &; 1(1) nennen wir @;. Es ist moglich, ¢! (y;) bzw. ¢~ (W;) so

zu nummerieren, dass gilt: &; (1) € U,i( y- Insbesondere ist @Q; € Ui und

mod r;

U{ N q_l(wi) = {Qiaf“(Qi)afZM(Qi)a s af(ml_l)“(Qi)}'

Bezeichne mit 3; den Lift von 8 mit Anfangspunkt @;. Der Endpunkt [;’Z(l)
liegt in Ui N ¢~ (w;), d.h. wir konnen schreiben: Bz(l) = f*(Q;) fir ein n; €
{rs,2r;, ..., (m; — 1)r;}. Man kann zeigen, dass gilt: 0([y;]) = 7 € Z, C Sp.
Dabei identifizieren wir die Permutation (1,2,...,p) € S, mit der Restklasse
1 € Z, und fassen so Z, als Untergruppe von S, auf. Weiter gilt im(6) = Z,.
(Vergleiche dazu insbesondere [27, §2 und §4 in der englischen ["Jbersetzung].)

Umgekehrt kann man aus einer Darstellung 0 : m (X/{f) — B, *) — Z,, (bis
auf Isomorphie) die unverzweigte p-blattrige Uberlagerung ¢ : X — 7 YB) =
X/{f)—B wie folgt zuriickgewinnen: Definiere eine Untergruppe L von 71 (X/(f)—
B, ) durch

Li={hlem(X/{f) =B | 0(HD(1) = 1}.

Diese Untergruppe operiert fasertreu auf der universellen ﬁberlagerung Fy

Ug — X/{f) — B durch

L x Uy— U
(b)) = B(L).

Dabei wird 3(1) folgendermassen konstruiert (siche Abb. 1.2): Wahle einen
Punkt % € F; ' (*) und einen Reprisentanten 4 von [4]. Also ist 4 ein geschlos-
sener Weg mit 4(0) = (1) = *. Wahle einen Weg a von u nach %. Sei ¥
der Lift von ¥ mit 9(0) = % und g der Lift von (Fy o a)~! mit 8(0) = F(1).
Somit liegt 3(1) in der Faser iiber Fy(u). Diese Konstruktion ist wohldefiniert
und induziert eine p-blattrige Uberlagerung Uo/L — X/{f) — B, die isomorph
zu g X — ¢ Y(B) = X/(f) — B ist (insbesondere ist Uy/L zu X — ¢~1(B)

homoomorph).
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Abb. 1.2: B(1)

In einem etwas allgemeineren Rahmen gelten die folgenden Aussagen:

Satz 1.9. ([24, p.89]) i) Sei V eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Dann
gibt es eine emeindeutige Beziehung zwischen den Isomorphie-Klassen p-blattri-
ger zusammenhdngender Uberlagerungen F : U — V und Gruppenhomomor-
phismen 0 : m(V, %) — S, mit transitivem Buld (bis auf Konjugation in Sp).

i) Sei V' eine Riemannsche Flache. Dann gibt es eine eineindeutige Bezie-
hung zwischen den Isomorphie-Klassen unverzweigter holomorpher Abbildungen
F:U — V vom Grad p und Gruppenhomomorphismen 6 : m(V,*) — S, mit
transitivem Bild (bis auf Konjugation in Sp).

Die Konjugation in S, entspricht jeweils einer Umnummerierung der Faser

F=1(%).

Die zuriickgewonnene Uberlagerung ¢ : X — ¢~ '(B) — X/(f) — B lasst
sich eindeutig zur urspriinglichen verzweigten Uberlagerung ¢ : X — X/

erweitern. Dies ist lokal eine Erweiterung von
{zeC:0<|z| <1} {zeC:0<|2|< 1}
zr 2™

zu

{zeC:0< 7| <1} =5 {zeC: 0 |z2|< 1}

z 2

13



Es gilt allgemein folgender Satz:

Satz 1.10. ([24, Proposition I11.4.9]) Sei Y eine Riemannsche Fldache, B eine
endliche Teilmenge von Y und % ein Grundpunkt von Y — B. Dann gibt es eine
ewneindeutige Bezichung zwischen den Isomorphie-Klassen holomorpher Abbil-
dungen F' : X — Y vom Grad p, deren Verzweigungspunkte in B liegen und
Gruppenhomomorphismen 6 : m (Y — B, *) — S, mit transitivem Bild (bis auf

Konjugation in Sp).

Jetzt verlassen wir die Theorie der Riemannschen Flachen und kehren zur
urspriinglichen Situation zuriick, die in Satz 1.2 ihren bisherigen Abschluss fand.
Der nachste Satz beschreibt Eigenschaften, die von den | Verzweigungspunkten

mit zugehorigen Indizes my, ..., my erfillt werden:

Satz 1.11. Set g > 2 und f : Fy — Fy eine orientierungserhaltende periodische
Abbildung der Ordnung p. Dann gelten folgende sechs Bedingungen:

i) lem(mq,...,m;,...,my) = lem(m1,...,my) fir allei = 1,...,1, wobei
~ die Auslassung des Arguments bedeutet und lcm fiir das kleinste gemeinsame
Vielfache steht.

i) p ist durch lem(myq, ... ,my) teilbar.

1) Wenn g' = 0 ist, d.h. fir F;/{f) = 5?, giltlem(my,...,m) = p.

w) l# 1.

v) Firg' =0 istl > 3.

vi) Sei lem(my, ... ,my) =27 - A fir ein ungerades A und ein r > 1. Dann

st die Anzahl der m;, die durch 2" teilbar sind, gerade.

Dieser Satz folgt aus [15, Theorem 4]. Um dies einzusehen, sollte man zu-
mindest die folgende Definition und Satz 1.12 kennen. Ausserdem ist man damit

in der Lage, den Beweis von Theorem 4 in [15] nachzuvollzichen.

Definition. Sei H die obere Halbebene {(z,y) € R? : y > 0}. Eine Fuchs-
Gruppe I ist eine diskrete Untergruppe von PSL(2,R), so dass H/T kompakt
ist.

Die letzte Forderung macht Sinn, weil PSL(2,R) isomorph zur Gruppe
der (orientierungserhaltenden) Automorphismen auf H ist (siehe [17, Theorem
4.17.3 iii)]). Ein Element in PSL(2,R) hat die Form

az +b
cz+d’

z€ H,abc,deR,ad—bec=1.
Jede Fuchs-Gruppe T ist endlich prasentierbar mit Erzeugern und Relationen

T'={(ay,by,..., a5, by 21,... 2|

mi mi

et =.o=x =x g [ag, by] L ag, byl = 1),

14



Dabei ist [a;, b;] := aibiai_lbi_l der Kommutator von a; und b;. Die obige

Prasentation entspricht einer Signatur

In dieser Signatur bezeichnet g das Geschlecht von H/T und + = sign(o(T))
weist darauf hin, dass H/T orientierbar ist. Warum die m; gleich wie die
Verzweigungsindizes von ¢ : Fy; — Fg/(f) benannt sind, werden wir bald se-
hen. Die vierte Komponente der Signatur, {-}, bekommt erst bei der Verall-
gemeinerung auf NEC-Gruppen ihre Bedeutung, siche Kapitel 1.2. Mehr tber
Fuchs-Gruppen findet man zum Beispiel in [17].

Satz 1.12. ([15, Theorem 1 und 2]) i) Fiir g > 2 ist Fy homoomorph zu H/T,
wobei T' eine Fuchs-Gruppe mit Signatur (g;+;[-]; {-}) ist.

it) Die zyklische Gruppe Z, operiert genau dann als Automorphismengruppe
auf Fy = H/T, wenn Z, isomorph ist zu A/T', wobei A eine weitere Fuchs-
Gruppe ist.

Falls insbesondere (f) = 7, auf Fj; operiert wie bisher, existiert ein sogenann-
ter Flaichen-Kern-Homomorphismus ¢ : A — 7,. Der Name kommt daher,
weil ker(¢) = I' eine Flachen-Gruppe (Fundamentalgruppe von Fy) ist, also
die Signatur (g;+;[-];{-}) hat. Die Signatur (¢'; +;[m1,...,m];{-}) von A
entspricht F,/(f), weil gilt: F,/(f) = (H/I')/(A/T) = H/A. Deshalb in-
terpretiert man o(A) folgendermassen: ¢’ ist das Geschlecht von F,/(f), das
Vorzeichen + bedenutet, dass F,/(f) orientierbar ist und die m; stimmen mit
den Indizes der Verzweigungspunkte von ¢q : F; — F,/{f) iiberein. Damit folgt
Satz 1.11 direkt aus [15, Theorem 4].

Jetzt wenden wir uns einem anderen Aspekt zu:

Satz 1.13. Fur g > 2 emstiert eine hyperbolische Metrik auf Fy, so dass f
eine Isometrie wird. Fg/(f) ist ein hyberbolischer 2-Orbifold und die Menge der

Verzweigungspunkte B besteht aus Kegelpunkten.

Dazu ein paar Erklarungen: Fir die Definition der Begriffe Orbifold und
Kegelpunkt ist [29, p.422, p.408] zu empfehlen. In [29, p.426] wird auch
beschrieben, dass Fy/(f) ein Orbifold ist. Den zugrundeliegenden Raum
des Orbifolds F;/(f) bezeichnen wir iibrigens spater mit |F,/(f)|. Sei die obere
Halbebene H ausgestattet mit der hyperbolischen Metrik, die gegeben ist durch
ds? = y%(dm2+dy2). Hyperbolisch bedeutet, dass H so zu einem Raum mit kon-
stanter Kriimmung —1 wird. Wie wir in Satz 1.12 gesehen haben, ist F, = H/T
und (f) = A/T, deshalb also F,/(f) = H/A. Dabei sind T und A geeignete
Fuchs-Gruppen; diese operieren als diskrete Gruppe von Isometrien auf H. Ins-

besondere tragt Fy/(f) eine hyperbolische geometrische Struktur (vergleiche
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[29, p.423]), was gemass [29, p.426] dquivalent dazu ist, dass eine hyperbolische

Metrik auf Fy existiert, so dass f eine Isometrie wird.

Nun definieren wir endlich, was invariante Kreise sind:

Definition. Ein Kreis C ist eine einfach geschlossene Kurve auf F, d.h. das
Bild einer stetigen und auf [0, 1) injektiven Abbildung v : [0, 1] = F; mit y(0) =
7(1). Der Kreis C heisst essentiell, falls er keine Scheibe auf F; begrenzt. Man
kann zeigen, dass C' genau dann essentiell ist, wenn [C] nichttrivial in m (F})
ist (vergleiche hierzu Lemma 4.1 auf Seite 96). C heisst invarianter Kreis
von f, wenn f(C) = C gilt. Ein invarianter Kreis von f muss natirlich nicht
punktweise invariant unter f sein. Wir nennen C' trennend, falls £y — C nicht

zusammenhangend ist. Ein nicht-essentieller Kreis ist immer trennend.

Man mache sich die drei moglichen Fille a) essentieller, nicht-trennender
Kreis, b) essentieller, trennender Kreis und c) nicht-essentieller, trennender

Kreis am Beispiel Fy klar (Abb. 1.3).

Abb. 1.3: verschiedene Typen von Kreisen

Sei C' ein invarianter Kreis. Bis auf Isotopie! kann man annehmen, dass C
glatt ist. Anders formuliert: in der Isotopieklasse von C' existiert ein glatter
invarianter Reprasentant. Denn falls C' essentiell ist, gibt es eine eindeutige ein-
fach geschlossene (glatte) Geodéte C* isotop zu C' (siehe [6, Theorem 1.6.6] oder
[34, Proposition 4.6.20]). Folglich ist f(C) = C isotop zu f(C*). Weil f eine
Tsometrie ist, muss f(C*) wieder eine Geodate sein. Wegen der Eindeutigkeit
von C* in der Tsotopieklasse von C folgt f(C*) = C*. Tm anderen Fall (C
nicht-essentiell) hat C' konstanten Abstand zu einem Fixpunkt von f, ist also
glatt. Statt Isotopieklassen kann man auch (freie) Homotopieklassen betrachten
(vergleiche dazu [32, Baer’s Theorem 6.2.5]).

Verstandliche Einfithrungen zu einigen der in diesem Kapitel beschriebenen
Punkte findet man ausserdem in [26], [27] oder [2].

! Eine Isotopie ist eine Homotopie Hi(x), so dass jedes H; ein Homdomorphismus (auf das
Bild) ist.
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Nun folgt die versprochene Zusammenfassung, in der nochmals die aller-

wichtigsten Voraussetzungen und Eigenschaften aufgelistet sind:

Zusammenfassung. Sei F, eine orientierte geschlossene Flache vom Geschlecht
g > 2und f:F, — F, eine orientierungserhaltende periodische Abbildung der
Ordnung p > 2. Dann gilt:
1) f induziert eine zyklische verzweigte Uberlagerung q:Fyg— Fy/{f)
2)Zu q: Fy — Fg/(f) gehort eine Monodromie-Darstellung

0 :m(Fy/(f) — B) - Z,

und umgekehrt.

3) Es gelten die Riemann-Hurwitz Formel

29 — 2
p

l
1
=29 -2 1——
und die Bedingungen aus Satz 1.11.
4) Es existiert eine hyperbolische Metrik auf Fj, so dass f eine Isometrie

wird.

Bemerkung. Die Gruppe m1(Fy/(f) — B) kann beschrieben werden durch

<(11,b1,... ,ag/,bg/,ml,... y L] |

ZC‘1-...-;‘L‘l~[(11,b1]-...~[llg/,bg/]:1>.

Dabei entspricht z; einem kleinen orientierten Kreis um den i-ten Verzwei-
gungspunkt von ¢ : Fy, — Fy/(f). Wir wissen, dass 6(z;) die Ordnung m;
in Z, hat. Insbesondere ist z;* € ker(d) und 6 induziert daher einen wieder

mit ¢ bezeichneten Gruppenhomomorphismus A — Z, mit

A={ai,br,...,ap,bg, z1,... 21|
Jf’lnl = ...:J,‘;m =x1-... 2 -[al,bl]-...-[ag/,bg/] :]).
A ist eine Fuchs-Gruppe mit Signatur (¢';4;[m4,...,my]; {-}) und wird auch

Orbifold-Fundamentalgruppe 79 (F,;/(f)) genannt. Zur verzweigten Uber-
lagerung g gehort deshalb auch immer die Darstellung

077 (Fg/(f) — Z

und umgekehrt. Dieser Sachverhalt kann auf alle von uns spater betrachteten
Fille verallgemeinert werden (siche [8, p.146] und [36, p.256]). Wir benutzen
dies im Kapitel 3.
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1.2 Grundlagen: allgemeiner Fall

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Situation in Kapitel 1.1 zu verallgemei-
nern. Beispielsweise kann man orientierungsumkehrende periodische Abbildun-
gen f : F, — F, untersuchen oder man betrachtet periodische Abbildungen
auf nicht-orientierbaren Flachen N,. Alle diese Falle werden in einer ein-
heitlichen Theorie erfasst. Diese Theorie umfasst die Begriffe Kleinsche Fldache
und NEC-Gruppe, die als Verallgemeinerungen der Riemannschen Flache bzw.
Fuchs-Gruppe auftreten. Als Hauptquelle fur die folgenden Definitionen und
Aussagen dient [5].

Definition. Eine Kleinsche Flache S ist eine Flache (Rand erlaubt) mit einer
dianalytischen Struktur ([5, p.3]). Eine dianalytische Struktur besteht grob
gesagt aus Karten, deren Ubergangsabbildungen komplex analytisch oder anti-

analytisch sind.

Beispiel. Eine Riemannsche Flache ist eine orientierbare Kleinsche Flache ohne

Rand (mit einer analytischen Struktur).

Definition. Ein Homéomorphismus f : S — S ist ein Automorphismus von
S, falls zu jedem s € S Karten (U,¢) um s bzw. (V,¢) um f(s) sowie eine
analytische Funktion F' : ¢(U) — C existieren, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:
flo

U >V
] y
s CT

o) —L 5 c—2

Dabei ist Ct = {z € C : Tm z > 0} und ®(z + iy) := z + i|y| (vergleiche [5,
Definition 0.1.5, 0.1.6, 0.1.7, Corollary 0.1.8]).

Eine diskrete Untergruppe I' von Aut(H), so dass H/T kompakt ist, heisst
NEC-Gruppe ([5, Definition 0.2.9]). Aut(H) = PGL(2,R) ist die Gruppe
der Automorphismen von H, wobei die analytische Struktur auf H durch die
triviale Karte (U = H, ¢ = idg) induziert wird. Beachte, dass Aut(H) auch
orientierungsumkehrende Abbildungen enthalt. Die Abkurzung NEC-Gruppe
steht ubrigens fur nicht-euklidische kristallographische Gruppe.

Beispiel. Eine NEC-Gruppe I ist eine Fuchs-Gruppe, falls I' C Autt(H)
ist. (Dabei besteht Aut™(H) aus den orientierungserhaltenden Elementen in

Aut(H).)

Eine NEC-Gruppe besitzt eine Fundamentalregion, definiert in [5, Defi-
nition 0.2.11]. Jede NEC-Gruppe T hat eine Prasentation ([5, p.14])
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(a1,b1,...,ag,bg, 1, ... &1, €1, .. €k, C10y o yClosyy vv s ChyOy e Chosy |
m m
e = =M = xer e [an, 0] - [ag, by = 1

Cis; = 5,-_101',0@2', C;T),j—l = C;T),j = (Ci,j—l . CZ'J)m’j =1li=1.kj=1.5s;)
mit zugehoriger Signatur ([5, Definition 0.2.13])
U(F) - (g)+a [ml) s aml]; {(nl,l; B an1,51)a ceey (nk,la s ;nk,Sk)})

bzw.

<d1,...,d9,331,...,1‘1,61,...,61“61’0,...,61’51,...,Ck70,...,Chsk|

mTIZ...:Z;nl2331-...-;‘5‘[-61-...-6k-d%-...-d?]:1,

Cisi = €] 'Cioe, cgyj_l = cgyj =(cjo1-cij)" =1 i=1.k j=1.s;)
mit
U(F) = (ga - [m1J cee )ml]; {(nl,la cee )n1751)) s (nk,la ce ank,Sk)})'

Mit dieser Schreibweise entsprechen g, & bzw. k dem Geschlecht, der Orientier-
barkeit bzw. der Anzahl Randkomponenten von H/T.

Beispiele.
e Prasentation und Signatur einer Fuchs-Gruppe: Kapitel 1.1.

¢ Eine (berandete) Flachen-Gruppe wird beschrieben durch

(ar,b1,...,a4,bg,e1,... ep,c1,... cp |

€1 ..mek - la, ] Jag, byl =c
mit Signatur
(g;‘l'; [_];{(_))'I?'a (_)})a k Z 0
bzw.

(di,...,dg,e1,...,ex,c1,. .. Cr |

9
Glekd%d?]:CI::C%:1>

mit Signatur
(g;_; [_];{(_)J'l?w (_)}); k > 0.

Die Flachen-Gruppe heisst berandet, falls & > 1 ist.
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e Die Prasentation

(a1,b1,...,ag,bg,21,... , ®1,€1,. .. €k, C1y. .., Ck |

== = e e [ar, by] - ag, byl =1

entspricht der Signatur
(g3 +sfma, o muli {(5), 5 (D).
e Die Fundamentalgruppen m(Fy) bzw. m1(N,) haben die Signatur
(9545 [ 4=1) baw. (g5 = [ {-1)-
Fir eine NEC-Gruppe I' mit Signatur

o) = (g; x5 [ma, ... ,muli{(mr1,. 0o nas) e (M, ks, ) )

definiert man die hyperbolische Flache einer beliebigen Fundamentalregion
von I' durch ([5, Definition 0.2.15])

2, falls sign(o(T)) =+
1, falls sign(a(T)) = —

Fir eine NEC-Gruppe A und eine Untergruppe I' von A von endlichem Index
[A : T] gilt die Riemann-Hurwitz Formel ([5, p.17])

% =[A:T]. (1.1)

Dieser Name ist gerechtfertigt, denn fur
a(l) = (g;+: [ {1,
U(A) = (gl; +ﬂ [mla cee aml]; {_})a
[A:T]l=p,
lautet die Gleichung (1.1)
2w [29 — 2]
2m 29" — 2+ Zi’:1(1 ~ )

my

- )
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1
29 — 2 1
bzw. =2¢' -2 1 — —
7ZW q -I-Z( mi),

p i=1

1st also tatsachlich die klassische Riemann-Hurwitz Formel.

Die Verallgemeinerungen von Satz 1.12 sind:

Satz 1.14. ([5, Theorem 1.2.3 fiir k = 0]) Sei S eine kompakte Kleinsche Fldche
ohne Rand vom Geschlecht g und sei

2
3, falls S nicht-orientierbar ist.

, falls S orientierbar

Dann ezistiert eine Fldchen-NEC-Gruppe T, so dass S = H/T gilt.

Satz 1.15. ([5, Remark 1.3.6]) G ist eine Automorphismengruppe auf S = H/T
genau dann, wenn G isomorph zu A/T ist, fir eine NEC-Gruppe A, die T als
Normalteiler enthdlt. (Insbesondere ist dann S/G = H/A.)

Mehr Informationen tiber NEC-Gruppen gibt es in [20].

1.3 Klassifikation /Fallunterscheidung

Im Kapitel 1.2 wurden einige Hilfsmittel entwickelt, die es erlauben, den klassi-
schen Fall aus Kapitel 1.1 zu verallgemeinern. Welche Falle insgesamt auftreten
konnen und wodurch diese charakterisiert sind, wird in diesem Kapitel in Form
einer Ubersicht angegeben. Alle Aussagen und vor allem deren Beweise kann
man in [5] nachlesen. Dort werden zusatzlich neben den geschlossenen auch
berandete Flachen in die Untersuchungen miteinbezogen. Wir gehen nun von
folgender Situation aus:

Gegeben oder gesucht ist eine periodische Abbildung f : S — S der Ordnung
p > 2 fur eine geschlossene (Kleinsche) Flache S vom Geschlecht g. Folgende

Faktoren beeinflussen die Fallunterscheidung:
e Orientierbarkeit von S
e Falls S orientierbar ist: f orientierungserhaltend oder -umkehrend

e Existenz von Rand in der S/{f) zugrundeliegenden Flache |S/(f)|
(S/{f) hat keinen Rand als Orbifold)

e Orientierbarkeit von S/(f)

p gerade oder ungerade

Um eine einheitliche Theorie entwickeln zu konnen, beschrankt man sich auf
g > 2 fir S orientierbar bzw. g > 3 fur S nicht-orientierbar. Alle diese S haben
eine negative Euler-Charakteristik x und als universelle Uberlagerung die obere

Halbebene H. Nicht erfasst werden somit die folgenden geschlossenen Flachen:
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% Sphare S? (orientierbar, g = 0, y = 2)

% Torus T? (orientierbar, g = 1, x = 0)

% Reell projektive Ebene RP? (nicht-orientierbar, g = 1, x = 1)
% Kleinsche Flasche K (nicht-orientierbar, ¢ =2, x = 0)

Diese miissen deshalb getrennt untersucht werden (siche Kapitel 2.3 und [35,
Remark 3] fiir % und 72 im “Fall 1”; RP? und K werden in Kapitel 3.2 im “Fall
IIT” analysiert).

Notation.

k' := Anzahl Randkomponenten von |S/(f)|

g' = Geschlecht von S/(f)

! := Anzahl Verzweigungspunkte von ¢ : S — S/(f) (= Anzahl Kegelpunkte

von S/{f))

m; := Index des i-ten Verzweigungspunkts von ¢

{m1,...,m} hat die ep. (elimination property), falls fir jedes 1 = 1,... [ gilt:
lem(my, ... ,m;,...,my) =lem(my, ... my).

Wir unterscheiden die sechs Falle T, TTa), TIb), T1T, TVa) und TVb). Diese
werden in [5, Theorem 3.1.2, 3.1.3, 3.1.5, 3.1.6, 3.1.8, 3.1.9] behandelt. Zur
Klassifikation wird auch [5, Corollary 3.2.3] herangezogen.

1.3.1 Fall I: S orientierbar, f orientierungserhaltend

[5, Theorem 3.1.2, 3.1.5]

Folgerungen:
e S/(f) orientierbar
e k=0

Hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Existenz einer orientierungs-
erhaltenden periodischen Abbildung der Ordnung p auf der orientierten geschlos-
senen Flache S vom Geschlecht g (vergleiche Satz 1.11):

e m;|p

¢ R-H (Riemann-Hurwitz Formel): 2gp_2 =29 -2+ Zi’:] (11— 1

)

e {my,...,m} hat die ep.

e ¢ =0=p=lem(my,... ,m)
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Weitere Folgerungen:
o l#£1
e g =0=12>3
Beispiel: (Abb. 1.4)
g=3,p=3
f : Drehung um %’T

l:?,m1:m2:3

g =1

Abb. 1.4: Beispiel zu Fall 1

Beispiel mit maximaler Ordnung: (vergleiche Kapitel 1.4)
g22,p=49+2
=3, m =2 mas=29g+1, mg=49g+2

9'=0
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1.3.2 Fall II: S orientierbar, f orientierungsumkehrend
Folgerung;:

e p gerade

1.3.3 Fall ITIa): S/(f) orientierbar
[5, Theorem 3.1.5]

Folgerungen:
o k'>0
e pE 24 4Ny

Hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Existenz einer orientierungs-
umkehrenden periodischen Abbildung der Ordnung p auf der orientierbaren
geschlossenen Flache S vom Geschlecht g, so dass S/(f) orientierbar ist:

szl‘%

o R-H: 222 = 9g — 24 K 4+ Y7, (1 - 1)
o [¢"=0und ¥ =1] = lem(m, ... ,m) =%
Weitere Folgerung;:
e Es existiert kein isolierter Fixpunkt.
Beispiel: (Abb. 1.5)
g=2,p=2
f : Spiegelung an Ebene
=0

glzl’kl:

N

Abb. 1.5: Beispiel zu Fall TTa)
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1.3.4 Fall ITb): S/(f) nicht-orientierbar

[5, Theorem 3.1.9]
Hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Existenz einer orientierungs-
umkehrenden periodischen Abbildung der Ordnung p auf der orientierbaren

geschlossenen Flache S vom Geschlecht g, so dass S/(f) nicht-orientierbar ist:

e m;|p

o RH: 22 — g/ — 24 k' + 30, (1 — o)
o M :=lem(mq,...,my)#p
e p=2"-A (A ungerade) = #{m; : 2" | m; } gerade

e Ja = (a1,...,q;) mit ged(ai, m;) = 1, so dass O‘imLi gerade ist Vi und
[k =0 und p € 4N] = [Zizl ;£ € AN & ¢’ gerade]

(ged bezeichnet dabei den grossten gemeinsamen Teiler)
e k' > 0 = [m; ungerade und p ¢ 4N]
e fg=1Tundk' =0=>M=1¢
Weitere Folgerungen:
e Es existiert kein isolierter Fixpunkt
e pcdN =k =0
Beispiel mit &' = 0: (Abb. 1.6)
g=3,p=2
f : Punktspiegelung
[=0

g/:4,k':

Abb. 1.6: Beispiel zu Fall TTb) mit &' = 0
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Beispiel mit &' > 0: (Abb. 1.7)
g=2,p=2
f : Geradenspiegelung
=0

g’:?,k':

a

Abb. 1.7: Beispiel zu Fall 1Tb) mit &’ > 0

Beispiel mit maximaler Ordnung fiir g gerade: (vergleiche Kapitel 1.4)
g > 2 gerade, p=4g+ 4
l=2,m =2, my=g+1
¢ =1,k=0a=(1,1)
Beispiel mit maximaler Ordnung fiir ¢ ungerade: (vergleiche Kapitel 1.4)
g > 3 ungerade, p =49 — 4
l=1,m =2

9d=2,k=0,a1=1
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1.3.5 Fall III: S nicht-orientierbar, p ungerade

[5, Theorem 3.1.3]

Folgerungen:
e S/{f) nicht-orientierbar
e k=10

Hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Existenz einer periodischen
Abbildung der ungeraden Ordnung p auf der nicht-orientierbaren geschlossenen

Flache S vom Geschlecht g:

o m;|p

L 9=2 ¢ ! 1
e R-H: P _g_2+2i:1(1_mi)
e ¢ =1=lem(mi,..., my)=p

Beispiel: (Abb. 1.8)
g=3,p=3
f : Drehung um %T
l=2,m =my =3

g =1

Abb. 1.8: Beispiel zu Fall 111
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1.3.6 Fall IV: S nicht-orientierbar, p gerade

1.3.7 Fall IVa): S/(f) orientierbar
[5, Theorem 3.1.6]
Folgerung:

o k>0

Hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Existenz einer periodischen
Abbildung der geraden Ordnung p auf der nicht-orientierbaren geschlossenen
Flache S vom Geschlecht g, so dass S/(f) orientierbar ist:

o my;|p

o RH: 2 =09/ 24 K 4+ 30 (1 o)

P
e [¢=0und ¥ =1] = lem(mq,...,m) =p
Beispiel: (Abb. 1.9)
g=3,p=2
f : Spiegelung an Ebene

l:3,m1:m2:m3:2

g =0k=

Abb. 1.9: Beispiel zu Fall IVa)

Beispiel mit maximaler Ordnung fiir ¢ ungerade: (vergleiche Kapitel 1.4)
g > 3 ungerade, p = 2¢g
l=2,m =2 my=yg

9 =0k=
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1.3.8 Fall IVb): S/(f) nicht-orientierbar

[5, Theorem 3.1.8]

Hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Existenz einer periodischen
Abbildung der geraden Ordnung p auf der nicht-orientierbaren geschlossenen
Flache S vom Geschlecht g, so dass S/(f) nicht-orientierbar ist:

o m;|p

— c l
o RH: 2 =g — 24k + 3, (1 - )

my

k' =0= [da = (a1,...,o) mit ged(a;, m;) = 1 und Zi.:l ;2 gerade]

[ ] v
e [f'=0und ¢’ =1] = lem(my,...,my) =p
o ['=0,9" = 2,p € 4N und jedes gerade Zi=1 ai% (mit ged(a;, m;) = 1)

ist durch 4 teilbar] = mil ist ungerade fur ein ¢
Beispiel mit &' = 0: (Abb. 1.10)
g=4,p=14
2

J : Drehung um <%

l=2,m =my =4

gd=1LkK=0a=(11)

Abb. 1.10: Beispiel zu Fall IVb) mit &' = 0
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Beispiel mit &' > 0: (Abb. 1.11)
g=3,p=2
f : Drehung um 27”
I=1,mi =2

g’:l,k':

Abb. 1.11: Beispiel zu Fall IVb) mit &' > 0

Beispiel mit maximaler Ordnung fiir g gerade: (vergleiche Kapitel 1.4)
g > 4 gerade, p =29 — 2
l=2,m =2, my =29 —2

g =1kK=0a=(1,1)
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1.4 Maximale Ordnung zu vorgegebenem g

Dieses Kapitel gibt eine Zusammenstellung bekannter Satze uber die maximale
Ordnung p einer zyklischen Automorphismengruppe bzw. tiber die Ordnung
u(g) der vollen Automorphismengruppe auf einer vorgegebenen geschlossenen
Flache S. Allgemeine Voraussetzung sei g > 2 fur S orientierbar sowie g > 3

fiir S nicht-orientierbar (ansonsten sind p und p(g) nicht beschrinkt).

1.4.1 Zyklische Gruppe

Satz 1.16. Unter den genannten Voraussetzungen an g folgt
i) Sei S orientierbar und f orientierungserhaltend (Fall I). Dann gilt

p<4g+2.

it) Sei S orientierbar und f orientierungsumkehrend (Fall II). Dann gilt

49 — 4, g ungerade
49+ 4, g gerade

iti) Sei S orientierbar (Fall I, IT). Dann gilt

49 + 2, g ungerade
49+ 4, g gerade

iv) Sei S nicht-orientierbar (Fall III, IV). Dann gilt

29, g ungerade
P<
29 — 2, g gerade

Die hier angegebenen Schranken werden in jedem Fall fur jedes g angenommen

(Konstruktion in [36]).

Beweis. Dieser Satz, insbesondere ii) und iv), wurde bereits 1935 in [31, Satz
auf p.59] formuliert. In neueren Arbeiten wie [4], [11] und [36] wird ii) oder iv)
nochmals bewiesen, ohne [31] zu erwéhnen.

i) Originalbeweis (algebraische Kurven): [38]. Topologischer Beweis: [31].
Gruppentheoretischer Beweis: [15].

ii) [31], [11] und [36]

iil) Direkt aus i) und ii)

iv) [31], [14], [4] und [36] O

Einen Uberblick zu analogen Satzen fur berandete kompakte Flachen findet

man in [5, Theorem 3.2.18].
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Satz 1.17. Sei p prim:

i) Fur S orientierbar (Fall I, IT) gilt p < 29+ 1. Die Schranke p = 2g + 1
wird genau fir g’ =0, 1 =3, m1 = mg = m3 = p angenommen.

it) Fir S nicht-orientierbar (Fall III, IV) gilt p < g. Die Schranke p = g

wird genau fur ¢' =1, 1 = 2, m; = my = p angenommen.

Beweis. 1) Fall I: direkt aus der Riemann-Hurwitz Formel (mache die Fallun-
terscheidung ¢’ > 2, ¢’ = 1, ¢/ = 0); Fall II: hier ist nur p = 2 mdoglich und es
gilt 2 < 2g 4+ 1 nach Voraussetzung.

ii) Fall III: die Aussage wird bewiesen in Satz 3.4; Fall IV: nur p = 2 ist
moglich, 2 < g nach Voraussetzung. O

1.4.2 Volle Automorphismengruppe

Bezeichne mit p(g) die Ordnung der Automorphismengruppe der Flache S vom
Geschlecht g:

Satz 1.18. ([28]) Es gilt pu(g) < oo.

Satz 1.19. Es gelten folgende obere und untere Schranken fir p(g):
i) Sei S orientierbar. Dann ist u(g) < 84(9 — 1) und p(g) = 84(g — 1) wird
erreicht fur unendlich viele g.
ii) Fiir S orientierbar ist 8(g + 1) < p(g), erreicht fir unendlich viele g.
iii) Sei S nicht-orientierbar. Dann gilt u(g) < 84(g — 2). Auch diese

Schranke wird fir unendlich viele g angenommen.

Bewezts. 1) [16] bzw. [19]
ii) [1] und [21]
iit) [30] O

Analoge Schranken fiir spezielle Klassen von endlichen Automorphismen-
gruppen (auflésbare, “supersoluble” | nilpotente, p-Gruppen, abelsche) oder der

Fall berandeter kompakter Flichen werden in [5, Chapter 4] untersucht.
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Kapitel 2

Fall 1

In diesem Kapitel untersuchen wir den klassischen Fall I. Die Grundlagen dafur
wurden im Kapitel 1.1 bereitgestellt und alle Bezeichnungen werden von dort
ubernommen, d.h. f : F, — F, sei eine orientierungserhaltende periodi-
sche Abbildung der Ordnung p und ¢ : Fy — F,/(f) = Fgp die induzierte
verzweigte Uberlagerung mit den Verzweigungsindizes myq,...,m;. Weiter sei
0 :m(Fy/(f) — B) — Z, die dazugehorige Monodromie-Darstellung.

Weil die Satze aus [35] und [22] in dieser Arbeit sehr haufig zitiert werden,
sind diese in Kapitel 2.1 und 2.2 (ohne Beweise) vollstandig aufgefithrt. Die

Nummerierung ist dabei dieselbe wie in den jeweiligen Originalwerken.

2.1 Satze aus [35]

Theorem 1. Sei p prim und f eine orientierungserhaltende periodische Abbil-
dung der Ordnung p auf der orientierten geschlossenen Flache vom Geschlecht
g, 9§ = 2. Dann hat f einen invarianten essentiellen Kreis genau dann, wenn
p<g+1 st

Theorem 2. Sei g > 2 und
6, g=3
O(g) =<29—2, g>5 ungerade
2942, g>2 gerade
Dann hat keine orientierungserhaltende periodische Abbildung f : Fy — F, der
Ordnung p > O(g) einen invarianten essentiellen Kreis. Es gibt hingegen eine

orientierungserhaltende periodische Abbildung der Ordnung p = O(yg) auf Fy,

die einen invarianten essentiellen Kreis hat.

f sel im Folgenden immer eine orientierungserhaltende periodische Abbil-

dung der Ordnung p auf der orientierten geschlossenen Flache Fy, g > 2.
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Lemma 1. Setp > 2, C' ein wnvarianter Kreis von f auf Fy und r die Ordnung
der Einschrankung von f auf C. Dann istr = p und C' enthalt keinen singuldren
Punkt.

Lemma 2. Se: B die Menge der Verzweigungspunkte der verzweigten Uberlage-
rung ¢ : Fy — Fg/(f). Seip > 2, 0 : m(Fy/{f) — B) — Z, die durch q
induzierte Darstellung und C ein invarianter Kreis von f. Dann ist ¢(C) ein
Kreis in Fy/{f) — B und §([¢(C)]) ein Erzeuger von 7Z,.

Umgekehrt, falls C ein Kreis in Fy/(f) — B ist und 0([C]) die Gruppe Z,

erzeugt, dann ist q_l(é) ein tnvarianter Kreis von f.

Lemma 3. Se: p > 2 und C' ein invarianter Kreis von f. Der Kreis C' trennt
Fy genau dann, wenn q(C) den Quotienten Fy/(f) trennt.

Lemma 4. Sei C' ein invarianter Kreis von f, F,/(f) = S%, q(C) ein Kreis in
S? und 6([q(C)]) ein Erzeuger von Z,. Dann ist C' genau dann essentiell, wenn

jede Komponente von S? — q(C') mindestens zwei Verzweigungspunkte enthlt.

Subtheorem. Jedes f der Ordnung p = 2 hat einen invarianten essentiellen

Kreis.

Lemma 5. Fir g > 2 hat kein f der Ordnung 4g — 2 einen Fizpunkt auf F.
Dies gilt nicht fiur g = 2, denn es gibt eine Abbildung der Ordnung 6 =4-2 —2

mit zwei Fizpunkten auf Fs.

Lemma 6. Es gibt kein f der Ordnung 4g + 1 mit einem Fixpunkt auf F,, fir
g=2

Lemma 7. Kewn f der Ordnung p > 29 —2 auf F; hat einen invarianten nicht-
trennenden Kreis. Es gibt ein f der Ordnung 29 — 2 auf F, mit einem invare-

anten nicht-trennenden Kreis.

Lemma 8. Zu jedem g > 1 gibt es eine Abbildung der Ordnung 4g + 2 auf F,

mit einem Fizpunkt.

2.2 Satze aus [22]

f sei im Folgenden immer eine orientierungserhaltende periodische Abbildung

der Ordnung p auf der orientierten geschlossenen Flache Fy, g > 1.

Structure Theorem. [. Es existieren unendlich viele verschiedene Homolo-
gieklassen auf F,, reprdsentiert durch invariante Kreise genau dann, wenn p = 2
oder Fy/{(f) # S? ist.

2. Im Fallp > 2, F,/(f) = S? trennt jeder invariante Kreis die Fliche F,.
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Lemma 1. Sei 0 : m(Fy/(f) — B) — Z, die Darstellung von q : Fy — Fy/(f).
Dann gilt: C C Fy; — q~'(B) ist genau dann ein invarianter Kreis, wenn C der
Lift eines Kreises C C Fy/{(f) — B ist, so dass 0([C]) die Gruppe 7, erzeugt.

Lemma 2. Fulls F,/(f) # S? ist, gibt es unendlich viele verschiedene Ho-
mologicklassen auf Fy, die reprasentiert werden durch invariante Kreise, welche

keine singularen Punkte enthalten.

Lemma 3. Sei p = 2 und F,/{f) = S?. Dann existieren unendlich viele ver-
schiedene Homologicklassen auf Fy, die reprasentiert werden durch invariante

Kreise, welche singuldre Punkte enthalten.

Lemma 4. Se: C' emn wvarianter Kreis, der einen singuldren Punkt enthalt.

Dann folgt p = 2.

Lemma 5. Sei Fy/(f) = S? und p > 2. Dann trennt jeder invariante Kreis
die Flache Fy.

Proposition 1. Es gibt ein fy der Ordnung 30 auf Fy1 mit folgenden beiden
Eigenschaften:

(1) fo hat keinen invarianten Kreis.

(2) Falls f : F11 — Fi1 auch keinen invarianten Kreis hat, dann ist f kon-

Jugiert zu fg, fir ein v teiderfremd zu 30.

Theorem 2. (1) Falls p = q7"q5? ist, fur q1, g2 prim und oy, as € No, dann
hat f einen invarianten Kreis.

(2) Fir g < 11 hat jedes f einen invarianten Kreis.

(3) Sei g > 1, Fy C R® und f sei induziert durch eine Isometrie in R3.

Dann hat f mindestens vier invariante Kreise.
Bemerkung. Die Bedingung in (1) ist insbesondere fiir p < 30 erfullt.

Corollary. Sei Fy; C R? und f sei induziert durch eine Isometrie in R® von

moglicherweise unendlicher Ordnung. Dann hat f einen invarianten Kreis.

Conjecture. Es gibt unendlich viele g, so dass jedes f : Fy — F, einen invari-

anten Kreis hat.

2.3 Tabelle: invariante Kreise fir 0 < g <5

Die nachste Tabelle untersucht alle Typen von Abbildungen fiir 0 < ¢ < 5 (im
Fall I) beztliglich der Existenz von invarianten essentiellen bzw. nicht-essentiellen
Kreisen. Insbesondere sind hier auch die Falle ¢ = 0 und g = 1 dabei, die mit
der allgemeinen Theorie nicht erfasst werden. Falls eine Abbildung invariante
essentielle Kreise besitzt, wird zusatzlich vermerkt, ob diese trennend oder nicht-

trennend sind. Ein invarianter nicht-essentieller Kreis ist immer trennend.
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Es folgt zuerst eine Erklarung der Abktuirzungen in der Tabelle. Die Buch-
staben A, B, C, D stehen fur folgende Aussagen:
A: Es existiert ein invarianter nicht-essentieller (insbesondere trennender) Kreis.
B: Es existiert ein invarianter essentieller Kreis.
C: Es existiert ein invarianter essentieller trennender Kreis.
D: Es existiert ein invarianter essentieller nicht-trennender Kreis.
+ bedeutet, dass die Aussage wahr ist.
— bedeutet, dass die Aussage falsch ist.

~

m; A B C D

S
—~

p
>1
>1

_|_
|
|
|

p,p

[S™]
+ +

2,2,2,2
3,3,3

2,4,4

2,3,6
2,2,2,2,2,2

2,2

2,2,4,4

5,5,5

3,6,6

2,2,3,3

2,8,8

2,5,10
2,2,2,2,2,2,2,2

2,2,2,2

) ) )

I+ + + o+
!
!

+ 4+ + 4+ 4+ + + + o+

K @ @ o A W N N O R W
|
+
+
|

H
o
+ 4+ + +
!
!
!

3,3
4,4,4,4
2,2,2,4,4
2,2
2,2,6,6
2,3,3,6
7,77

+ + o+ o+
+ + + + +
!

+ +
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4,8,8

3,9,9

2,12,12

3,4,12

2,7,14
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2
2,2,2,2,2,2

2,2

3,3,3,3,3,3

3,3,3

2,4,4,4,4
2,2,2,2,4,4

4,4

2,2,2

5,5,5,5

2,6,6,6

3,3,6,6

2,2,2,3,6

2,2,3,3,3

2,2

2,2,8,8

9,9,9

5,10,10

2,2,5,5

3,12,12

3,5,15

2,16, 16

2,9,18
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2

) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

2,2,2,2,2,2,2,2

) ) ) ) ) ) )

2,2,2,2

) ) )

3,3,3,3,3,3,3
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Die beiden letzten Zeilen wurden hinzugefiigt, um zu zeigen, dass jede der acht

moglichen Kombinationen von + angenommen wird.

Bemerkung. Die Daten g, p, ¢, [, m; bestimmen eine Abbildung f nicht ein-
deutig. Zum Beispiel haben Konjugierte und primitive Potenzen von f, also Ab-
bildungen der Form Af"h~' (h : F; — F,; Diffecomorphismus, ged(r, p) = 1), die
gleichen Daten wie f (siehe [27, insbesondere §11 in der englischen Ubersetzung]
und vergleiche auch [18]). Trotzdem ist aber die vorhergehende Tabelle “wohl-
definiert”. Vergleiche dazu die nachfolgenden Kriterien und Kapitel 2.7.
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Folgende Kriterien wurden zur Erstellung der Tabelle fiir 2 < ¢ < 5 benutzt:
e B& [CV D]
¢ AV B ([22, Theorem 2(2)])
¢ J Fixpunkt & A (Lemma 2.8 auf Seite 58)

e p> O(g) = —B ([35, Theorem 2])

[p>2A ¢ =0] = —D ([35, Lemma 3])

p> 29— 2 = =D ([35, Lemma 7])

[¢=0A1=3]= —B ([35, Lemma 4])

p =2 = B ([35, Subtheorem])

[p prim A p < g+ 1] = B ([35, Theorem 1])
e p=2g+ 1 prim = —B ([35, Theorem 1])

Die Falle ¢ = 0 und g = 1 sind in ([35, Remark 3]) beschrieben. Mit den
angegebenen Kriterien kann die Tabelle noch nicht vollstandig erstellt werden.
Um sie zu komplettieren, muss man sich folgende ﬁberlegungen machen, die
auch Wang im Beweis von [35, Theorem 2] benutzt: Falls f einen invarianten

essentiellen trennenden Kreis C' besitzt, dann wird F, disjunkt zerlegt in
Fy=CUF, UF,,

Dabei ist ﬁg, = F,, — D;, fiir abgeschlossene Scheiben D;, D; und es gilt
9 =91+92, 9;i > 1. Fiir p> 2 besitzt C nach [35, Lemma 1] keinen singularen

o

Punkt, folglich ist f|c eine Rotation auf C' und Fy,,

f, da f orientierungserhaltend ist. Insbesondere induziert f durch Restriktion
7, die zu Abbildungen auf Fy,

Abbildungen der Ordnung p auf ﬁgl bzw. F
erweitert werden konnen. Dabei entsteht ein zusatzlicher singularer Punkt,

F,, bleiben invariant unter

g2

genauer gesagt ein Fixpunkt. Die so konstruierten fy : Fy, — Fy baw. fo :
Fy, — Fy, sind wieder orientierungserhaltend, periodisch und haben dieselbe
Ordnung wie f. Mit f sind deshalb auch f; und fs in der Tabelle vertreten.
Die gemachte Konstruktion kann auch umgekehrt durchgefithrt werden: Man
nimmt zwei periodische orientierungserhaltende Abbildungen fi : F;,, — F,
und fo : Fy, = Fy, (gi > 1) der gleichen Ordnung p mit mindestens je einem
Fixpunkt z; € F,;, bzw. x5 € F,. Dies induziert eine periodische orientierungs-
erhaltende Abbildung f der Ordnung p auf der verbundenen Summe Fy, #F,, =
Fy,4g,, wobei Fy, #F,, gebildet wird, indem man kleine Scheiben (auf F,, bzw.
Fy,) um 21 bzw. 25 herausschneidet und Fj,, mit F, verklebt. f hat nach Kon-
struktion einen invarianten essentiellen trennenden Kreis, namlich den Kreis,

entlang dem ﬁg1 mit F)’g? verklebt wurde.
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Die beschriebenen Konstruktionen kann man an folgendem einfachen Beispiel
anschaulich gut nachvollziehen (Abb. 2.1):
Die Abbildung, beschrieben durch

g p g l m;
2 0 8 2,2,2,2,2,2,2,2

kann zerlegt werden in

2 2 0 6 2,2,2,2,2,2 sowle
1 2 0 4 2,2,2,2.

Naturlich konnte jetzt 2 2 0 6 2,2,2,2, 2,2 nochmals “halbiert” werden.

Abb. 2.1: Zerlegung

Bemerkung. In diesem Beispiel ist zwar p = 2, doch die Konstruktion geht
trotzdem, weil die invarianten essentiellen trennenden Kreise keine Fixpunkte

enthalten.

Weniger anschaulich, dafur aber rechnerisch instruktiv, ist folgendes Beispiel:

Die beiden Abbildungen

g p g ! m;
1 6 0 3 2,3,6
9 6 0 3 3,6,6

ergeben Zusammen

3 6 0 4 2,3,3,6.

Insbesondere hat die so erhaltene Abbildung einen invarianten essentiellen tren-

nenden Kreis.
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2.4 Konstruktion einer Abbildung der Ordnung

3570 auf Fi339 ohne invarianten Kreis

In diesem Kapitel wird an einem konkreten Beispiel aufgezeigt, dass nicht jede
Abbildung einen invarianten Kreis hat. Die hier erarbeiteten Techniken sind
aber nicht auf dieses spezielle Beispiel beschrankt. Dies wird im Kapitel 2.5

genutzt, um weitere Abbildungen ohne invarianten Kreis zu konstruieren.

Satz 2.1. Es gibt eine periodische Abbildung f : Fsszg — Fs3sg der Ordnung
3570 ohne invarianten Kreis. (Vergleiche [35, Remark 2].)

Bewets. Sei p=3570=2-3-5-7-17 und g = 5339. Wahle

g =0,1=5,
my = 2200 _ 1785
2
ma = 2200 — 1190,
3
ms = 3570 =714,
5
my = 30770 — 510,
3570
= —— =210.
ms 17 0
Somit gilt die Riemann-Hurwitz Formel, m; teilt p, die Menge {m, ..., ms} hat
die ep. und p = lem{my,... ,ms}. Dadurch ist bereits die Existenz einer peri-

odischen Abbildung der Ordnung 3570 auf Fs3s9 gesichert. Wir wollen nun aber
zeigen, dass eine Abbildung ohne invarianten Kreis existiert. Dazu definieren

wir die Monodromie-Darstellung

9271'1(52—{y1,... ,ys}) = <$1,... y Ly | L1 ... Xy = 1>—HZ3570
durch
0(z1) : =2, ( bezeichnet die Restklasse in Zs570)
0(zs) : =3,
0(z3) : =5,
O(za) : =T,
O(zs) : = =17 = 3553
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Kontrolliere, dass f ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

Die z1,..., x5 entsprechen kleinen orientierten Kreisen v1,...,vs um funf
verschiedene Punkte y1,...,ys auf S2. Die Orientierung der Kreise wird dabei
durch die Orientierung auf S? bestimmt.

6(z;) hat nach Konstruktion die Ordnung m; in Zss7g. Weiter induziert
f eine 3570-blattrige zyklische verzweigte Uberlagerung ¢ : Fsgzo — S2 mit
Verzweigungspunkten B := {yi,...,ys} und Indizes {m1,... ,ms}. Davon
uberzeugt man sich folgendermassen: Gemass der allgemeinen Theorie, beschrie-
ben in Kapitel 1.1, induziert # eine unverzweigte 3570-blattrige zyklische Uberla-
gerung g : Fj —k Punkte — S? — B. Dabei ist vorlaufig j und k noch unbekannt.
Nach Wahl von 6 ist k = 34 = Z?:l le. Betrachtung der Euler-Charakteristik
liefert 2 — 25 — 34 = 3570(2 — 5). Daraus folgt j = 5339 und ¢ kann zu ¢ erganzt
werden. Die 34 Punkte entsprechen dabei ¢='(B).

Die zu § gehorende zyklische Gruppe der Decktransformationen hat also
die Ordnung 3570 und wird erzeugt von einer periodischen Abbildung Fy339 —
q_l(B) — Fy339 — q_l(B), die sich zur gesuchten Abbildung f : Fssz9 — Fsaso
erweitern lasst. Beachte, dass der Erzeuger der Decktransformationsgruppe
nicht eindeutig festgelegt ist und deshalb auch f durch 8 nur bis auf Konjugation
einer primitiven Potenz (d.h. einer Potenz teilerfremd zu p) bestimmt ist. Weiter
ist die durch f induzierte Quotientenabbildung Fiz39 — Fiase/(f) isomorph zu
q : Fsaze — S2.

Warum hat nun aber f keinen invarianten Kreis? Entscheidend ist die An-
wendung von [35, Lemma 2]. Dieses besagt, dass fiir einen unter f invarianten
Kreis C auf F, folgende zwei Aussagen gelten: ¢(C) ist ein Kreis in S? — B und
8([q(C)]) erzeugt Z,.

Die Tdee ist jetzt zu zeigen, dass kein Kreis C'in S? — B (bzw. [C_'],rl(gz_g))
durch # auf einen Erzeuger von Z357q abgebildet wird. Dazu muss man naturlich
wissen, welche Elemente in 7r1(52 —B) =(x1,...,25 | x1-...-25 = 1) iiberhaupt
durch einen Kreis reprasentiert werden kénnen. Weil im(f) = Zas7o abelsch ist,

induziert @ eine Abbildung
f: Hi(S? — B) = m(S? — B)/[m1(S* = B), (5% — B)] = Zasr0
mit
0 (Miys2-m) =0 ((Wry(s2-m)) -

Es geniigt deshalb, sich zu fragen, welche Elemente in H;(S? — B) durch einen
Kreis repréasentiert werden konnen. Diese Frage wird in [23, Theorem 1] beant-
wortet: Genau die Elemente der Form

4

+ Z[‘?i]Hl(SE—B)

i=1
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Abb. 2.2: 41 - y4 -3

konnen durch einen Kreis reprasentiert werden (vergleiche Abb. 2.2). (Dabei
schreiben wir die Homologiegruppe und Z, additiv, die Fundamentalgruppe
multiplikativ, v; ist wie vorher definiert, [%] € {[0], [y]} und &; € {1,2;}.)

Wir zeigen jetzt, dass fir alle moglichen Kombinationen der Ausdruck

. . +1
5(i Z[%]Hl(sz—B)) =0 ((H l‘z) )

kein Erzeuger von Zss7q ist (daraus folgt die Behauptung):

6(1) =0,
0(z1) = 2,
0(z2) = 3,
6(z3) =5,
0(zs) =7,



O(zy - z9) =5,
O(zy - 23) =T,
O(z1-24) =9=33,
O(zg z3) =8=2-4,
0(zs - z4) = 10,
O(zg 24) =12=62,
O(z1 - x4 - z3) = 10,
O(z1 a9 -24) =12=6-2,
O(z1 - 23 - 24) = 14,
es 23 24) = T5,
)

9(.’1‘1 X9 X3 Ty

Die fettgedruckten Zahlen sind Teiler von p = 3570. Die Bilder der Inversen
haben die gleichen Eigenschaften, z.B. ist ((zl ~af:3)_1) = —T7 = 3563 auch
durch 7 teilbar. |

2.5 Abbildungen ohne invarianten Kreis

Die Suche nach Abbildungen ohne invarianten Kreis erfolgt in diesem Kapitel

getrennt nach der Anzahl Verzweigungspunkte. Fir [ = 3 werden dabei zuerst

ganz spezielle Beispiele konstruiert. Daraus kann man aber bereits einige allge-

meine Ergebnisse herleiten, namlich die Satze 2.2, 2.3 und 2.4.

Notwendige Bedingungen fur die Existenz einer periodischen Abbildung f

ohne invarianten Kreis im Fall T sind (vergleiche Kapitel 1.3.1):

g' = 0 [22, Structure Theorem]
1 > 3 (folgt mit der Riemann-Hurwitz Formel aus ¢’ = 0)

m; # p, d.h. es gibt keine Fixpunkte (weil sonst #(z;) die Ordnung p in
Zp hat, also Z, erzeugt)

m; | p

Riemann-Hurwitz Formel: 24=2 = 929/ — 2 4 Zi’:] (1—-21)

P m;
lem(my,...,m;,...,m) =lem(my,...,my) =pfirallei=1,... 1
Existenz von 6 : (zq, ..., 2 | 2] =1, z1-...-2; = 1) = Zp, so dass 0(z;)
die Ordnung m; in Z, hat. Weiter diirfen alle 6(&, - ... - #;) die Gruppe

Z, nicht erzeugen, wobei Z; € {1, z;} ist.

Bemerkung. Diese Bedingungen sind auch hinreichend. Dabei erfolgt die Kon-

struktion vollig analog wie im Kapitel 2.4.
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Notation. Wie immer sei r; = £~

251 [=3

Fur | = 3 fordert man insbesondere

e my # myg # m3 # my, denn z.B. aus m; = my folgt der Widerspruch

p = lem(my, mg) = my.

o gecd(r;,r;) =1 fiir i # j, denn sonst folgt lem(m;, m;) < p. Widerspruch.

2.5.2 [ =3, Konstruktion vom Typ r3 = ry + ro

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit se1 71 < ry < r3. Wahle bzw. definiere:

* 1< ry <rgmitged(ry,rg) =1 (= m; £p)
* 13 =711+ 7y (= ged(r,rs) = 1, ged(re, r3) = 1)
* p:i=711-7r 13 (2 mglp, lem(ma, ma) = lem(mg, ma) = lem(ms, ma) =
lem(my, ma, m3) = p)
* g =14%—r3 (= R-H)
* 9(1‘1) =7
9(1‘2) =Ty
6(z3) := —rs3 (mod p)
Daraus folgt, dass 6(x;) die Ordnung m; in Z, hat, 0(z; - x5 - x3) = 0 ist,
und 6(z1), 0(x2), 0(xs), 0(x1 - x2) = ra, O(x1 -x3) = —r9, O(2a - 23) = —11
alle Z,, nicht erzeugen.
Beispiele.
p ! T2 T3 g my ma ms3
30 2 3 5 11 15 10 6
70 2 5 7 29 35 14 10
126 2 7 9 55 63 18 14
198 2 9 11 89 99 22 18
84 3 4 7 36 28 21 12
120 3 5 8 53 40 24 15
210 3 7 10 96 70 30 21
180 4 5 9 82 45 36 20
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2.5.3

[ =3, Variante von 2.5.2

Statt p = ry - 72 - r3 kann man auch p = k- r1 - r9 - 73 setzen, fur ein beliebiges

k € N. Weiterhin sind alle Bedingungen erfullt und man erhalt aus jedem der

vorher aufgelisteten Beispiele eine Fille von neuen Beispielen:

p
60

90
120
150
180
210
140
210
168

=3
[l
-
N

W N NN N NN
=~ Ot Ot W W W W W w

Insbesondere gilt folgender Satz:

Satz 2.2. Es gibt unendlich viele

T3

-~ Ot Ot Ut Ot Ut Ot

-1

1

)
26
41
56
71
86
01
64
99
78

my Mo m3
30 20 12
45 30 18
60 40 24
75 50 30
90 60 36
105 70 42
70 28 20
105 42 30
56 42 24

Fy, die ein f ohne invarianten Kreis zulassen,

denn wir konnen z.B. folgende g wahlen:

g =—4+ 15k, (k€ N),

g = —6+ 35k,
g=—8+ 63k,
g=—10+ 99k,
g = —6+ 42k,
g=—T+4 60k,
g = -9+ 105k,
g =—84 90k,

Insgesamt findet man so 259 verschiedene g <

(r1,r2,73) = (2,3,5),
(r1i,79,7r3) = (2,5,7),
(r1i,79,73) = (2,7,9),
(r1i,79,7r3) = (2,9, 11),
(r1,r2,73) = (3,4,7),
(r1,79,73) = (3,5,8)
(r1,m2,m3) = (3,
(ri,72,73) = (4, )

1000. Die nachste Tabelle

erganzt diese Aussage bis ¢ = 5000. Dabei bedeutet z.B. die Zeile 100, 16,

16.0, dass in den bisher betrachteten Fallen, also in den speziell konstruierten

Beispielen mit ! = 3, total 16 verschiedene F, (g

< 100) existieren, die ein f

ohne invarianten Kreis besitzen. 16.0 beziffert den prozentualen Anteil.

9 <
100
200
300

#y
16

38
63

46

%
16.0
19.0
21.0



Interessant ist, dass einige g von mehreren verschiedenen Folgen erreicht
werden, z.B. ist 131 = —4 4+ 15-9 = —12 4+ 143 - 1. Das hat zur Folge, dass
fiir diese g mehrere “verschiedene” Abbildungen f; : F; — F, ohne invarianten
Kreis existieren. Dabei verstehen wir hier und im Folgenden unter der Aussage
“f1 ist verschieden von f5”, dass fi weder zu f3 noch zu einer Potenz von fs
konjugiert ist. Einen Beweis dafiir, dass die genannten f; tatsachlich verschieden
sind, findet man im Kapitel 2.7.

Auf diese Weise erhalt man 29 verschiedene F, (¢ < 1000), die zwei ver-
schiedene f ohne invarianten Kreis zulassen, z.B. wie erwahnt Fiz;. Auf Fsgg

und Fy14 existieren sogar je drei verschiedene Abbildungen ohne invarianten

Kreis.

270
286
780
792
792
1848
1848
1870

400
500
600
700
800
900
1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000

=
S

Ot = W W NN NN

T2

11

-~ o oo © w

17

T3

13

11
11
11
11
22

85
113
141
170
198
230
259
400
550
693
850

1011
1160
1309
1481

131
131
386
386
386
914
914
914

47

135
143
390
390
264
616
462
374

21.3
22.6
23.5
24.3
24.8
25.6
25.9
26.7
27.5
27.7
28.3
28.9
29.0
29.1
29.6

90
26
260
260
99
231
264
110

54
22
156
156
72
168
168
85



Satz 2.3. Es gibt unendlich viele g mit zwei verschiedenen f : Fy — F, ohne

invarianten Kreis, namlich:

P ™ 2 3 g mq msy ms3
420k 2 b) 7 —6 + 210& 210% 84k 60k
420k 3 4 7 —6 + 210k 140k 105k 60k

Diese Aussage lasst sich weiter verallgemeinern, z.B. gilt: Es gibt unendlich

viele ¢ mit sieben verschiedenen f : F; — F,; ohne invarianten Kreis.

p ™ ra T3 g my my ms3
6126120k 2 15 17 —16+ 3063060k 3063060k 408408k 360360k
6126120k 3 14 17 —16+ 3063060k 2042040k 437580k 360360k
6126120k 4 13 17 —16+ 3063060k 1531530k 471240k 360360k
6126120k 5 12 17 —16+ 3063060k 1225224k 510510k 360360k
6126120k 6 11 17 —16+ 3063060k 1021020k 556920k 360360k
6126120k 7 10 17 —16+ 3063060k 875160k 612612k 360360k
6126120k 8 9 17 —16+ 3063060k 765765k 680680k 360360k

Die letzte Aussage und Satz 2.3 sind nach folgendem Rezept konstruiert:

* Wabhle rs = v prim (v > T7)

* Esgibt (v—3)/2 Zerlegungen ry+ry = r3, die den Anforderungen gentigen,
namhch?-l—(y—?):y,3_|_(y_3):y,)Vz;l_l_%:,j
x p=lem(2 - (v—=2) v,..., 51 4L .v) -k

* g =1+5—-v
Deshalb erhalten wir folgenden Satz:

Satz 2.4. Zu jeder vorgegebenen Schranke s findet man eint > s (beispielsweise
t = (v—3)/2 fir ein v > 2s + 3 prim), so dass auf unendlich vielen F,

(mindestens) t verschiedene f ohne invarianten Kreis existieren.

Bemerkungen. In den wie oben konstruierten Beispielen haben die verschiede-
nen f uberdies jeweils dieselbe Ordnung p.

Die Aussage, dass auf einer gegebenen Flache m verschiedene f ohne invari-
anten Kreis existieren, bedeutet immer, dass mindestens m solche f existieren.
Es ist ja durchaus denkbar, dass auf der Flache weitere Abbildungen ohne in-
varianten Kreis gefunden werden konnen, z.B. falls man die sehr speziellen Be-
dingungen [ = 3 oder r3 = 71 + ry fallen lasst. Dies wird in den nachsten
Kapiteln untersucht. Abgesehen davon hat mit f auch jede Abbildung hf"h=1!
(fir einen Diffeomorphismus h : F; — F, und ged(r, p) = 1) keinen invarianten

Kreis, siche Satz 2.27 auf Seite 67.
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Bemerkung. In den bisherigen Beispielen ohne invarianten Kreis findet man

keine g von der Form ¢ = v+ 1 (v prim).

Beweis. Aus der Riemann-Hurwitz Formel folgt 29 — 2 = p—ry — ry — r3 =
p— 2rs = krirors — 2r3 = (krirs — 2)rs.

Annahme: ¢ = v+ 1 (v prim)

=29 —2=2v= (krirs — 2)r3 = 2v.

rsZ2=>r3=v, kriro—2=2=kriry = 4.

r1,7y = 2= 11 = ro = 2. Widerspruch. O

Man konnte jetzt vermuten, dass jede Abbildung f : F; — Fj einen invarianten
Kreis hat, falls g = v + 1 (v prim) ist. Dies wiirde sofort Meeks’ Conjecture
beweisen. Allerdings erweist sich unsere Vermutung als falsch, denn im nachsten
Kapitel finden wir z.B. eine Abbildung auf Fsg ohne invarianten Kreis (37 ist
eine Primzahl).

2.5.4 [ =3, allgemeiner Fall

Verzichtet man auf die kiinstliche Forderung r3 = r1 4 ra, ergeben sich weitere
Beispiele ohne invarianten Kreis (iiberpriife, dass # die Bedingungen erfiillt):

Es folgt eine komplette Auflistung aller Beispiele ohne invarianten Kreis fur
I =3, g < 100. Fur die Wahl von @ sind natirlich mehrere Moglichkeiten
zulassig. Dies wird in den ersten beiden Beispielen angedeutet. Die verschiede-
nen Konstruktionen von 6 entsprechen dabei den primitiven Potenzen von f, wie
aus der letzten Spalte ersichtlich ist. Mit dem ersten Beispiel wird gleichzeitig
auch [22, Proposition 1(2)] bestétigt.

g p Ty o r3 6(z1) (x2) 0(x3) I
11 30 2 3 5 2 3 25 1
26 9 25 7

22 3 5 11

14 21 25 13

16 9 5 17

8 27 25 19

4 21 5 23

28 27 5 29

16 42 2 3 7 2 33 7 1
34 15 35 5

4 3 35 11

26 9 7 13

10 39 35 17
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19
23
25
29
31

15
27

20
22
32

35

35

33

16
38

39

37
41

27

35
25
95
55
63
13
77
49

40

32

60
60
66
70

25
26
26
29
31

11

63

13

78

84

84

90

90
102
105
114
110
120
120
126
120
130
138
126
132
132
150
140
140
154
156

36
37
38
41

33

63
85
85
77
19
33
112

25

15
25

17

41

46

93

19
11

46

75

47

53
35
55
56
56
56
a8
58
59
61

95
117
115

21

13
115

115

13
23

21

91

33

T7
121

51

11
11
25

25
91
133

123

45

63
64
68
69

33
143

119

11
13
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70 156 2 3 13 2 63 91
71 150 2 3 5 2 3 145
71 174 2 3 2 2 27 145
74 165 3 5 11 3 85 7
74 170 2 5 17 2 15 153
76 168 3 7 8 3 77 88
76 186 2 3 31 2 153 31
78 168 3 4 7 3 4 161
79 168 2 3 7 2 33 133
81 182 2 7 13 2 63 117
82 180 4 5 9 4 5 171
83 180 2 5 9 2 25 153
83 190 2 5 19 2 55 133
85 180 3 4 5 21 4 155
86 180 2 3 5 2 3 175
86 210 2 3 35 2 33 175
88 195 3 ) 13 3 10 182
89 198 2 9 11 2 9 187
91 204 3 4 17 81 4 119
91 222 2 3 37 2 183 37
92 198 2 3 11 8 3 187
92 204 2 3 17 2 15 187
92 210 2 5 21 2 145 63
94 210 2 7 15 2 133 75
95 210 3 ) 14 3 25 182
96 210 3 7 10 3 7 200
97 210 5 6 7 5 72 133
99 210 2 5 7 2 5 203
100 210 2 3 7 2 33 175

Als Nachstes folgt eine Tabelle der Anteile bis g < 1000 fir den hier be-
trachteten Fall mit drei Verzweigungspunkten (vergleiche die entsprechende
Tabelle auf Seite 46). Man kann dieser Tabelle zum Beispiel entnehmen, dass auf
genau 98 verschiedenen £y mit 701 < g < 800 eine Abbildung ohne invarianten

Kreis mit drei Verzweigungspunkten existiert.
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g < #y %

100 43 43.0
200 119 59.5
300 200 66.7
400 290 72.5
500 383 76.6
600 478 79.7
700 574 82.0
800 672 84.0
900 766 85.1
1000 861 86.1

Nicht erreicht werden ¢ =0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24, 27, 28, 30, 32, 33, 34, 35, 39, 40, 42, 43, 44, 45, 48, 49,
50, 51, 52, 54, 57, 60, 62, 65, 66, 67, 72, 73, 75, 77, 80, 84, 87, 90, 93, 98, 104,
105, 108, 110, 111, 112, 114, 123, 127, 129, 132, 138, 139, 141, 149, 150, 153,
165, 167, 174, 180, 189, 192, 195, 207, 210, 213, 219, 228, 230, 232, 238, 240,
249, 255, 258, 264, 269, 275, 277, 279, 282, 294, 312, 315, 335, 339, 342, 357,
358, 363, 390, 392, 420, 428, 439, 450, 472, 474, 480, 513, 543, 572, 588, 594,
637, 657, 665, 687, 759, 798, 804, 813, 825, 863, 864, 870, 930, 948, 968, 987,
990. Das bedeutet also, dass fiir jedes g aus dieser Liste alle f : Fy — Fy mit
! = 3 Verzweigungspunkten einen invarianten Kreis haben. Spater werden wir
aber fiir viele der aufgezahlten g eine Abbildung f : F;, — F, ohne invarianten

Kreis finden (natirlich mit [ # 3), was schlussendlich zum Satz 2.5 fithren wird.

Bemerkung. In allen Beispielen war p > O(yg) (definiert auf Seite 33) und
m; #% p. Aus Satz 2.9 auf Seite 59 folgt, dass f keinen invarianten Kreis hat,
d.h. wir hatten # gar nicht explizit konstruieren missen.

Umgekehrt kann man bei der Suche nach Abbildungen ohne invarianten
Kreis mit [ = 3 immer ¢’ = 0, m; # p und p > O(g) annehmen (¢’ = 0 folgt aus
[22, Structure Theorem], m; # p aus Lemma 2.8 und p > O(g) aus Satz 2.11).
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2.5.5 Bemerkung zur Programmierung

Im Kapitel 2.5 sind die meisten Tabellen, die Abbildungen ohne invariante
Kreise beschreiben, mit dem Computer berechnet worden. Als Programmier-
sprache haben wir C4++4 oder Maple benutzt. Im Anhang wird dazu je ein
Beispiel im einfachsten Fall [ = 3 angegeben. Zu Beginn von Kapitel 2.5
sind die notwendigen Bedingungen fur die Existenz einer Abbildung ohne in-
varianten Kreis aufgefuhrt. Die Idee bei der Programmierung besteht einfach
darin, bei gegebenem [ > 3 und nach oben beschranktem g alle moglichen Werte
fir p, m; und 6(z;) auf diese Bedingungen zu testen. Die Programme sind
deshalb vorwiegend aus for-Schleifen bzw. if-Anweisungen zusammengesetzt.
Naturlich kann die Laufzeit verkirzt werden, wenn man bekannte Informatio-
nen lber die Variablen einbaut. Konkret braucht man z.B. mit [22, Theorem
2(1)] nur diejenigen p zu testen, die mindestens drei Primfaktoren besitzen. Mit
zunehmendem [ nimmt die Lange der Programme und damit auch die Laufzeit
stark zu, vor allem die Bedingungen an 6 verursachen fiir grosses [ einen riesi-
gen Programmieraufwand. Die Laufzeit steigt auch an, wenn g zunimmt, weil
dann p und damit m; mehr mogliche Werte annehmen konnen. In den Kapiteln
2.5.4 und 2.5.7 bis 2.5.10 haben wir uns deshalb auf g < 1000 beschrankt. Um
7.B. fir ¢ < 10000 eine analoge Aussage wie in Satz 2.5 zu erzielen, muss man
mit einer totalen Laufzeit von mehreren Tagen rechnen (ausser man findet eine

effizientere Programmierung oder hat Zugriff auf einen Hochleistungsrechner).

2.5.6 [ >4, Spezialfall r,=r +---+1r_;

Fordert man m, =7y 4+ -+ rj—1 und p = r1 -...- 7y, liefert der Computer fir

! = 5 bzw. 4 die folgenden Beispiele, die jedoch alle ein grosses p und g besitzen:

p ! T2 T3 T4 s g m; = r%
3570 2 3 5 7 17 5339
11880 2 3 3 22 30 17791
20520 2 3 3 30 38 30743
23100 3 4 7 11 25 34626
24570 2 5 7 13 27 36829
26250 2 3 5 25 35 39341
32670 3 3 5 22 33 48973
33810 2 3 7 23 35 50681
38850 2 3 7 25 37 58239

Bemerkung. Das oberste Beispiel in der letzten Tabelle wird in [35, Remark
2] erwahnt und in Kapitel 2.4 untersucht.
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p ™ 2 r3 T4 g m; = :%
4500 2 3 25 30 4471
6300 2 3 30 35 6266
9900 3 5 22 30 9871
12600 4 5 21 30 12571
17100 3 5 30 38 17063
17640 3 4 35 42 17599
19404 2 7 33 42 19363
19800 2 3 55 60 19741

Bemerkung. Fur alle in den Fallen I = 4 und 5 aufgezahlten Beispiele ist
p < O(g), Satz 2.9 kann also nicht benutzt werden. Doch auch hier sind analoge
Aussagen wie im Abschnitt 2.5.3 moglich, z.B. gibt es unendlich viele Fy, die

zwei verschiedene f der Ordnung p < g < O(g) ohne invarianten Kreis zulassen:

p T T2 T3 T4 Ty g my my mg my mg
24150k 2 3 5 25 35 36191436225k 12075k 8050k 4830k 966k 690k
24150k 2 3 7 23 35 36191436225k 12075k 8050k 3450k 1050k 690k

Mit der Forderung r; = 1 +- - -+ 7,1 ist natirlich die Wahl 6(z1) = rq, ...,
0(zi—1) = -1, 8(2;) = —r; (mod p) verbunden. Dadurch bekommt man das
Problem programmiertechnisch ziemlich gut in den Griff.

Durch eine leichte Modifikation der vorher tabellierten Beispiele erhalt man
wiederum viele neue Beispiele ohne invarianten Kreis. Wir nuitzen hierbei aus,

dass gewisse r; gemeinsame Teiler haben und dadurch p und g verkleinert werden

konnen:
p L1 T2 T3 T4 5 g m; = T%
330 3 3 5 22 33 463
330 2 3 3 22 30 466
570 2 3 3 30 38 818
660 3 3 5 22 33 958
660 2 3 3 22 30 961
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p T T2 T3 T4 g mi =
150 2 3 25 30 121
210 2 3 30 35 176
300 2 3 25 30 271
330 3 5 22 30 301
420 3 4 35 42 379
420 4 5 21 30 391

2.5.7 [ =4, allgemeiner Fall

Fir | = 4 existieren viele Beispiele ohne invarianten Kreis mit r4 # r1 +r2 + 3.

Hier diejenigen mit einem g < 100, das fiir [ = 3 nicht angenommen wurde:

g p r o1y oty ra O(x1)  O(za)  O(zz)  O(zs)
22 3 3 3 5 5 3 27 5 25 1
9 21 5 25 7
3 27 25 5 11
21 9 5 25 13
9 21 25 5 17
27 3 5 25 19
21 9 25 5 23
27 3 25 5 29
24 30 2 2 5 5 4 16 5 5
33 42 3 3 7 7 3 39 7 35
34 42 2 2 T 7 2 26 7 7
40 60 3 4 5 30 33 32 25 30
52 60 4 4 5 5 4 16 5 35
54 66 2 2 11 11 4 40 11 11
57 8 3 4 T 42 3 4 35 42
62 70 2 2 7 7 18 38 7 7
B84 2 4 T T 2 68 7 7
79 5 5 9 9 5 25 9 81
80 84 2 2 3 3 2 58 33 75
84 90 2 2 5 5 4 76 5 5
93 114 3 3 19 19 30111 19 95
98 110 2 2 11 11 4 84 11 11
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Die aktualisierte Verteilungstabelle prasentiert sich nun wie folgt (berticksich-
tigt sind hier also alle existierenden Beispiele mit [ = 3 und ! = 4; vergleiche

wiederum die analogen Tabellen auf den Seiten 46 und 52):

9 < #g %
100 58 58.0
200 155 77.5
300 254 84.7
400 354 88.5
500 454 90.8
600 554 92.3
700 654 93.4
800 754 94.3
900 854 94.9
1000 954 95.4

Nur 47 verschiedene g (0 < g < 1000) konnten bisher nicht erreicht werden und
zwar ¢ =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 27,
28, 30, 32, 35, 39, 42, 43, 44, 45, 48, 49, 50, 51, 60, 65, 66, 67, 72, 73, 87, 90,
105, 138, 165, 277.

2.5.8 [ =05, allgemeiner Fall

Das kleinste Geschlecht, das eine Abbildung mit funf Verzweigungspunkten ohne
invarianten Kreis zulasst, ist ¢ = 55. Unter anderem findet man auch Abbildun-
gen ohne invarianten Kreis auf Fg7, 38, Fig5 und Fs77. Das ist erwahnenswert,
weil auf diesen Flachen jedes f mit I = 3 oder I = 4 jeweils einen invarianten
Kreis besitzt.

g p r1 oty r3 ra 15 O(x1) O(z2) O(xs) O(xa) b(zs)
5 60 3 4 5 30 30 3 32 25 30 30
67 60 4 4 5 5 30 4 16 5 5 30

138 120 5 5 8 8 60 5 95 16 64 60
165 140 4 4 7 7 70 4 24 21 21 70
277 210 5 10 14 14 35 5 100 28 112 175

Ausser fur g =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 27, 28, 30, 32, 35, 39, 42, 43, 44, 45, 48, 49, 50, 51, 60, 65, 66, 72, 73, 87,
90, 105 haben wir also fur alle g < 1000 eine Abbildung ohne invarianten Kreis
gefunden.
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2.59 [>6

Die Falle I > 6 bringen keine neuen Flachen (g < 1000) mit periodischen Ab-
bildungen ohne invarianten Kreis. Im Fall { = 6 (bzw. 7, 8) ist das kleinste
Geschlecht, das eine Abbildung ohne invarianten Kreis zulasst g = 70 (bzw. 85,
100). Fir ! > 18 ist gar keine Abbildung mit ¢’ = 0, p > 30 und ¢ < 105
moglich. (Dies folgt direkt aus der Riemann-Hurwitz Formel.) Beachte, dass
wir deswegen nur endlich viele Méglichkeiten durchtesten miissen (denn mit [
und g ist auch p < 49 + 2 beschrankt und deshalb sind nur endlich viele Kom-
binationen fiir die Wahl von m; und 6(z;), ¢ = 1,...,l moglich). Aus diesem

Grund ist auch der Einsatz eines Computers geeignet.

2.5.10 Folgerungen/Vermutung

Unter Berucksichtigung aller Beispiele ergibt sich die folgende endgiltige Ver-
teilungstabelle: (Wie erwahnt reicht es, 3 <1 < 5 zu betrachten.)

g < #g %
100 59 59.0
200 158 79.0
300 258 86.0
400 358 89.5
500 458 91.6
600 558 93.0
700 658 94.0
800 758 94.8
900 858 95.3
1000 958 95.8

Dies fuhrt zu einem der Hauptergebnisse von Kapitel 2:

Satz 2.5. Es gibt genau 43 verschiedene Fy, g < 1000, auf denen jede Abbildung
ewnen invarianten Kreis hat und zwar firg =0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 12,
13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 27, 28, 30, 32, 35, 39, 42, 43, 44, 45, 48, 49,
50, 51, 60, 65, 66, 72, 73, 87, 90, 105.

Da also fur jedes F; mit 106 < g < 1000 eine Abbildung ohne invarianten
Kreis gefunden werden konnte, ist es naheliegend, folgende Vermutung zu for-

mulieren:

Vermutung 2.6. Es gibt genau 43 verschiedene Fy, auf denen jede Abbildung

etnen invartanten Kreis hat.
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Bemerkung. Diese Vermutung steht im Widerspruch zu Meeks’ Conjecture.
Schliesslich erhalt man auch den folgenden Satz:

Satz 2.7. Zu jedem | > 3 existiert eine Abbildung ohne invarianten Kreis mit

genau | Verzweigungspunkten (und 301 — 78 singuldren Punkten).

Bewets. Sei 4 <1 <! und wahle

g p ™ L) T3 T
151 — 20 60 3 4 5 30
sowie
0(x1) 0(z2) 0(x3) 0(x;)
3 32 25 30, falls ! ungerade
33 32 25 30, falls! gerade ist.

O

2.6 Zusammenhang Fixpunkt < invarianter Kreis
fir p > O(g)

Sei f eine orientierungserhaltende periodische Abbildung der Ordnung p auf der

orientierten geschlossenen Flache Fyy (g > 2) und sei

6, g=3
O(g) = 29 — 2, g > 5 ungerade
29+ 2, g > 2 gerade

Lemma 2.8. f hat einen Fizpunkt z genau dann, wenn f einen invarianten

nicht-essentiellen Kreis C besitzt.

Beweis. Sei z ein Fixpunkt von f. Die Behauptung ist geometrisch einsichtig,
denn f lasst als [sometrie einen kleinen nicht-essentiellen Kreis um « mit Radius
¢ (in der gegebenen Metrik) invariant. Eine zweite Beweismoglichkeit besteht
darin, die Darstellung 6 zu verwenden. Zum Verzweigungspunkt ¢(z) gehort
der Tndex m = p, weil z ein Fixpunkt ist. Sei C ein kleiner Kreis um q(z). Die
abgeschlossene Scheibe, die von C' begrenzt wird, nennen wir D. Wir wissen,
dass 6([C]) die Ordnung p in Z, hat, also ein Erzeuger ist. Aus [35, Lemma 2]
folgt, dass ¢='(C) ein invarianter Kreis von f ist. Weiter ist der Kreis ¢~'(C)
nicht-essentiell, weil er die Scheibe ¢=!(D) begrenzt.

Umgekehrt nehmen wir an, dass f einen invarianten nicht-essentiellen Kreis

C besitzt. C' begrenzt eine abgeschlossene Scheibe D auf Fj; und trennt F
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in Fy = BUCUD (mit B = Fy; — D). Weil C trennend ist, folgt entweder
f(B) = B°, f(D) = D oder f(B) = 15, f(ﬁ) = B. Im zweiten Fall ist B
homoomorph zu einer offenen Scheibe, also folgt F; = 5% was nach Vorausset-
zung ausgeschlossen ist. Folglich gilt f(D) = D und der Brouwersche Fixpunkt-
satz impliziert, dass f einen Fixpunkt hat. |

Wir wollen nun etwas genauer untersuchen, wie sich f fiir p > O(g) verhalt.
[35, Theorem 2] besagt, dass f keinen invarianten essentiellen Kreis besitzt,
wenn p > O(g) ist. Also gibt es nur zwei Moglichkeiten. Entweder hat f tiber-
haupt keinen invarianten Kreis oder f hat einen invarianten nicht-essentiellen
(insbesondere trennenden) Kreis. Tm ersten Fall folgt mit Lemma 2.8, dass f
keinen Fixpunkt hat. Hingegen folgt im zweiten Fall (ebenfalls mit Lemma 2.8),

dass f einen Fixpunkt besitzt. Zusammenfassend gilt also:

Satz 2.9. f habe die Ordnung p > O(g). Dann hat f einen Fizpunkt genau
dann, wenn f einen invarianten (nicht-essentiellen, trennenden) Kreis besitzt
und f hat keinen Fizpunkt genau dann, wenn f keinen invarianten Kreis besitzt.
Korollar 2.10. f mit Ordnung p > O(g) habe keinen Fizpunkt. Dann ist
o 0 . . i

P #q1'qs°, wobet q1 und qo prim sind.

Beweis. Nimm p = ¢{'q5? an. [22, Theorem 2(1)] impliziert, dass f einen
invarianten Kreis hat. Dann hat f gemass Satz 2.9 einen Fixpunkt, was im

Widerspruch zur Voraussetzung steht. O
Satz 2.11. f habe keinen Fizpunkt. Dann ist p > O(g) genau firg' = 0,1 = 3.
Beweis. Die Riemann-Hurwitz Formel lautet

29 — 2
p

I
1
=2g' -2 1——).

Weil f keinen Fixpunkt hat, ist m; # p, folglich

2<m <L
2
und deshalb
1
{ 1 2
5 S E (1—E)<l(1—1—))~

i=1

Sei nun p > O(yg). Wir wollen zuerst ¢’ = 0 zeigen.
Die Annahme g’ > 2 fiihrt zu einem Widerspruch, denn aus der Riemann-

Hurwitz Formel folgt




also

29 — 2
2

p< < O(g).

Analog fithrt die Annahme ¢’ = 1 mit der Riemann-Hurwitz Formel zu

l

2g—2 :
o

Daraus ergibt sich
pl < 2(2g — 2).

Falls | > 2 ist, folgt p < 29 — 2 < O(g), also ein Widerspruch. Der Fall
[ =1 ist ohnehin immer ausgeschlossen (Satz 1.11). Es bleibt { = 0. Hier folgt
(29 — 2)/p = 0, also auch ein Widerspruch. Damit ist ¢’ = 0 gezeigt und wir
miissen noch [ = 3 beweisen.

Mit ¢’ = 0 liefert die Riemann-Hurwitz Formel die Abschatzung

29 — 2 1 | 1—4
p +21 mz)/ +2 2’

und folglich
Pl —4) < 2(29 —2).

Auch hier erreicht man das Ziel mit einer Fallunterscheidung nach /. Der Fall
! > 6 kann ausgeschlossen werden, weil sonst p < 29 — 2 < O(g) ist. Wegen
¢’ = 0ist automatisch { > 3 (Satz 1.11). Die verbleibenden moghchen Werte fur
! sind also ! = 3, 4 oder 5. Wir werden [ = 5 und | = 4 zu einem Widerspruch
fuhren, was die erste Implikation im Satz vollstandig beweist.

Wir nehmen zuerst [ = 5 an. In diesem Fall sieht die Riemann-Hurwitz

Formel folgendermassen aus:
5

29—2:3—21%.

p i=1

Mit der Voraussetzung p > O(g) ist sicher p > 2g — 2 und deshalb

bzw.



Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen:
m; <my < mg < my < ms.
Deshalb sind nur die folgenden Kombinationen fir die Indizes m; moglich:
(mq, ma,mg, my, ms) € {(2,2,2,2,2),(2,2,2,3,3),(2,2,2,3,4),(2,2,2,3,5) }.

In jedem Fall ergibt sich ein Widerspruch: Tm ersten Fall ist mqy = 2 =
lem(2,2,2,2) = p (vergleiche Satz 1.11), im Widerspruch zur Annahme, dass
f keinen Fixpunkt hat. TIm zweiten Fall ist p = lem(2,2,2,3) = 6; 10st man
die Riemann-Hurwitz Formel nach g auf, erhalt man g = 7/2, also keine ganze
Zahl. Im dritten Fall ist lem(2,2,2,3) # lem(2,2,2,4). Ebenso ist im vierten
Fall lem(2, 2,2, 3) # lem(2, 2,2, 5).

Zuletzt nehmen wir [ = 4 an. Die Beweisidee ist genau wie im Fall [ =
5. Allerdings hat man fir die Wahl der m; mehr Moglichkeiten, weshalb die
Rechnung etwas langer wird. Vollkommen analog wie vorher erhalt man aus der

Riemann-Hurwitz Formel:

29—2 o= 1
p =7 ;mi’
‘1
2_;E<]

und damit

‘o
;m—i>1.

Wiederum sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit
m1<m2<m3§m4.

Alle moglichen Kombinationen der m; fithren zu einem Widerspruch, denn:

Annahme: (mq,ms,mg,my) = (2,2,z,y). Falls z gerade ist, folgt p =
lem(2,2,2) = z. Das wiirde aber bedeuten, dass f einen Fixpunkt hat; z
ist also ungerade. Ebenso zeigt man, dass y ungerade ist. Deshalb ist 2z =
lem(2,2,2) = lem(2,2,y) = 2y und somit = y, p = 2. Aus der Riemann-
Hurwitz Formel folgt

also 2g — 2 = p — 4 baw. 29 = 22 — 2. Deshalb ist ¢ = z — 1 gerade und
die Definition von O(g) liefert mit p = 22 = 29 + 2 = O(yg) den gewiinschten
Widerspruch.
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Annahme: (my, me, ms, ms) = (2,3,3,z). Hier ist p =lem(2,3,3) = 6. Die
Bedingung lem(3,3,2) = 6 kann wegen 2 > 3 nur fir # = 6 erfullt werden.
Daraus ergibt sich aber der Widerspruch m4 = p.

Analoge Betrachtungen liefern Widerspriiche fiir die Falle (mq, ms, ma, ma) €
{(2,3,4,2), (2,3,5,2), (2,3,6,2), (2,3,7,2), (2,3,8, %), (2,3,9,2), (2,3,10,z),
(2,3,11,2), (2,4,4,2), (2,4,5,2), (2,4,6,2), (2,4,7,%), (2,5,5,2), (2,5,6,2)}.

Annahme: (mq, ma, ms, ma) = (3,3,2,y). Hier hat man ged(3,2) = 1 =
ged(3,y), denn sonst ist p = lem(3,3,2) = « bzw. p = lem(3,3,y) = v.
Folglich ist 3z = lem(3,3,2) = lem(3,3,y) = 3y und somit # = y. Im Fall
(m1,ma,ms,ms) = (3,3,4,4) folgt p = 12, ¢ = 6, also p < O(g). Im Fall
(my,ma, mg, my) = (3,3,5,5) folgt p = 15, g = 8, also ebenfalls der Wider-
spruch p < O(g). Auch der verbleibende Fall (mj, mg, m3,my) = (3,4,4,2)
liefert einen Widerspruch. Damit folgt | = 3 und die erste Implikation ist be-
wiesen.

Umgekehrt wollen wir aus ¢’ = 0, [ = 3 schliessen, dass p > O(g) ist; immer
unter der Voraussetzung, dass f keinen Fixpunkt hat. Die Riemann-Hurwitz

Formel

l
29 — 2 1

=2 -2+ (1-—
p i:l( mz)

lautet mit [ = 3, ¢’ = 0O:

p 2 1 1
2<m2<§b7wggm—z<§
und man bekommt die Abschatzung
29 — 2 2 2 2
I—2c1-2_2_°2 .
p p p p
Diese liefert 29 — 2 < p — 6 und somit p > 29 + 4 > O(g). O

Korollar 2.12. Se: f ohne Fizpunkte, ¢’ =0 undl = 3. Dann gilt

@1 O

i) p# 47 as” (a prim).
ii) f hat keinen invarianten Kreis.

Beweis. Aus Satz 2.11 folgt p > O(g). Die Behauptung erhalt man in i) mit
Korollar 2.10, in ii) mit Satz 2.9. O

Definiere Giny = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,15, 17, 18,19, 20, 21,22, 27,
28,30, 32, 35,39, 42, 43, 44, 45, 48,49, 50, 51,60, 65, 66,72, 73,87, 90, 105}.
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Korollar 2.13. Sei g € Gipy. Jedes f der Ordnung p > O(yg) hat einen Fiz-
punkt.

Bewezts. [ hat wegen Satz 2.5 einen invarianten Kreis. Aus Satz 2.9 folgt die

Behauptung. O

Korollar 2.14. Sei g € Gy und f ohne Fizpunkte. Dann gilt
i) Es existiert ein invarianter essentieller Kreis.
it) Fiir p > 2g — 2 existiert ein invarianter essentieller trennender Kreis.
iti) Fiirp > 2, ¢’ =0 hat f einen invarianten essentiellen trennenden Kreis.
i) g’ =0 impliziert | > 4
v) | = 3 impliziert ¢’ 7é 0.
vi) Firl =3 ist p < (2g—2)

Bewets. 1) Aus Satz 2.5 folgt, dass f einen invarianten Kreis hat. Die Behaup-
tung folgt mit Lemma 2.8.

ii) und iii) folgen aus i) zusammen mit [35, Lemma 7] bzw. [35, Lemma 3].

iv) Die Annahme ¢’ = 0 impliziert I > 3. Wir nehmen nun an, dass [ = 3
ist. Dies liefert einen Widerspruch, denn aus Satz 2.11 folgt p > O(g) und
im Widerspruch zur Grundannahme garantiert Korollar 2.13 einen Fixpunkt.
Folglich ist I > 4

v) Wieder bekommt man aus Korollar 2.13 die Abschatzung p < O(g). Jetat
wendet man Satz 2.11 an.

vi) Die Riemann-Hurwitz Formel zusammen mit v) ergibt die Abschatzung

. . 3
29—2 —2+Zl__, ZI_L %

Nun braucht man nur noch diese Ungleichung nach p aufzulosen. O

Bemerkungen. Die Voraussetzungen in ii) konnen nur fiir g gerade, p < 2¢9+2
erfilllt werden (vergleiche Korollar 2.13), z.B. fiir die Abbildung ¢ = 2, p = 6,
g =0,l=4, m =ms =2, mg=myq = 3.

Die Abbildung mit ¢ = 4, p =4, ¢’ = 1, m1 = my = m3z = 2 nimmt die
Schranke p = %(Zg —2) in vi) an.
Korollar 2.15. Wenn man auf fast allen Fy ein f der Ordnung p > O(g) ohne
Fizpunkt findet, 1st Meeks’ Conjecture widerlegt.

Beweis. Direkt aus Satz 2.9. O

Korollar 2.16. Sei g > 2 und f habe die Ordnung 49 — 2 oder 49 + 1. Dann

hat f keinen invarianten Kreis.

Bewets. In [35, Lemma 5 bzw. 6] wird bewiesen, dass unter diesen Vorausset-

zungen f keinen Fixpunkt hat. Aus Satz 2.9 folgt nun die Behauptung. |
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Lemma 2.17. i) Es gibt kein f der Ordnung p = 49 — 1 mit Fizpunkt auf F,
falls g = 2, 3 oder > 5 ist.

it) Es gibt kein f der Ordnung p = 4g — 3 mit Fizpunkt auf Fy, falls g = 4,
5 oder > T ist.

Beweis. 1) und ii) beweist man analog zu den Beweisen von [35, Lemma 6]

bzw. [35, Lemma 5]. O

Korollar 2.18. Falls man auf fast allen F,; eine Abbildung der Ordnung 4g—3,
49— 2,49 — 1 oder 4g + 1 finden kann, st Meeks’ Conjecture widerlegt.

Bewers. Direkt aus Korollar 2.16 bzw. Lemma 2.17 zusammen mit Satz 2.9. O

Korollar 2.19. Falls Meeks’ Conjecture gilt, existiert eine Folge {g;}52,, so
dass jedes f : Fg, — Fy, mit p > O(g;) einen Fizpunkt hat.

Beweis. Direkt aus Satz 2.9. O

Satz 2.20. ([25, (5)] oder [12, V.1.5 Corollary 1]) Jedes f mit Primordnung p
hat genau 2 + (29 — 2¢'p)/(p — 1) Fizpunkte.

Korollar 2.21. Fir p prim existieren mindestens 2 4+ (29 — 29'p)/(p — 1) Iso-

1

topieklassen' von invarianten Kreisen.

Beweis. Wende Satz 2.20 und Lemma 2.8 an. O

Satz 2.22. ([25, Theorem 1]) Eine Primordnung p > g+ 1 ist nur firp = 2g+1

moglich.

Korollar 2.23. Fulls 2g + 1 nicht prim ist, also fur g = 4, 7, 10, 12, 13, ...,

hat jede Abbildung mit Primordnung einen invarianten essentiellen Kreis.

Beweis. Satz 2.22 besagt, dass es keine Abbildung mit Primordnung p > g+ 1
gibt. Aus [35, Theorem 1] folgt nun die Behauptung. O

Bemerkung. Fiir p = 29 + 1 prim existiert eine Abbildung ohne invarianten
essentiellen Kreis. (Wahle ¢’ = 0,1 =3, mi = ma = m3 = 2¢g + 1 und wende
[35, Lemma 4] an.)

Die Satze und Korollare dieses Kapitels konnen an der Tabelle in Kapitel

2.3 getestet werden.

! Wir verlangen hier fiir die Tsotopie H;(x) zusitzlich, dass fiir jedes ¢ € [0,1] das Bild von

H; ein invarianter Kreis ist.
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2.7 Verhalten der Verzweigungspunkte unter

Konjugation und Potenzieren von f

Sei fi : Fy; = F, eine periodische Abbildung der Ordnung p und ¢ : F;, —

Fy/(f1) die natiirliche Projektion mit den Verzweigungspunkten y, ..

zugehorigen Indizes

ma,...,my (2< my < p, milp),
sowie

..o (1= L, 1<r< g)
Die singularen Punkte auf £ seien

¢y, wd) = H(w)U .U ()

={zy, fuley), . 7 @) O (), - ST () )

.,y und

mit x; = f{*(zi), i = 1,...,0, und fo sei konjugiert zu fi, d.h. fo = hfih™!

bzw. fi = h~! fsh fiir einen Diffeomorphismus h auf Fy:

F, L>Fg

hl lh
F f2
g —— Iy

Weiter sei zz-(j) = h(f{(a:z)), fur jedesi=1,...,lund j=1,... 7.

Lemma 2.24. Unter den genannten Voraussetzungen gilt dann:
i) fa ist auch periodisch der Ordnung p.
it) zi(j) hat die Ordnung r; unter fs.
iti) h ist eine Bijektion zwischen dem f1-Orbit

{25, fi(@i), ..., f1 @)}
und dem f5-Orbit

{zi(r’), z}l), e zz-(r’_l)}.

i) Fur einen (unter fi) reguldren Punkt © € Fy sei z := h(z). Dann ist z

requldr unter fs.
Bewesis. i) Es gilt

g = (hflh—l)p = hffh_l = ing .
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Aus der Annahme f5 =idp, (fiir ein 1 <r < p) folgt der Widerspruch
fi =7 fh)" = b7 fih = idp, .
ii) Hier ist
£ D) = bR ) = R () = b () = 2.
Annahme: fé“(zfj)) = zz-(j) fur ein 1 < k < r;. Daraus folgt der Widerspruch
FE ) = 7 ) = ) = A ),
ii1) Die Behauptung folgt direkt aus

(ret1) _

1

f2 z(‘]) = hflh_l z(‘]) :hfj+1 €rg) = Z(j+1) mit z
i 1

7 7

(1)).

2

iv) Wir nehmen an, dass fj(z) = z ist, fir ein 1 < r < p. Daraus folgt aber

der Widerspruch
fil@)=h" fi(z) =h™'(2) = .
O

Insbesondere ist h eine Bijektion zwischen den regularen Punkten unter f;

bzw. f; und wir bekommen folgenden Satz:

Satz 2.25. Sei fo konjugiert zu fi. Dann gilt l(f2) = {(f1) und

{mi(fa), .. ymu(fo)} = {mi(fr),...,mu(f1)}.

Jetzt wollen wir untersuchen, was beim Potenzieren passiert und betrachten
deshalb f” fur ein 1 < » < p. Dann gilt:

Satz 2.26. i) Falls r und p einen echten gemeinsamen Teiler haben (also fur

ged(r, p) > 1), folgt

(f7)p/ gedlrp) — plr/ ged(rp))p — idp,,

und die Ordnung von 7 ist p/ ged(r, p), d.h. ein echter Teiler von p.
it) Im Fall ged(r,p) = 1 hat 7 auch die Ordnung p und es ist (™) = (f)

sowte

{ml(fr_)a"'aml(fr)} :{ml(f)aaml(f)}

Fiur die in Kapitel 2.5 betrachteten und als “verschieden” bezeichneten Ab-
bildungen (jetzt fi, fo genannt) galt immer

{mi(fa), .. ,mu(f2)} # {ma(fr), .- mu(fi)}
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und die Ordnung von f; war nie ein echter Teiler der Ordnung von f;. Folglich

war fs nicht konjugiert zu fi und auch nicht konjugiert zu einer Potenz von fi.

Als Nachstes uberlegen wir uns, was beim Konjugieren bzw. Potenzieren mit

invarianten Kreisen geschieht:

Satz 2.27. i) Der Kreis C ist invariant unter f genau dann, wenn h(C) in-
variant unter hfh™' ist.
ii) Sei r teilerfremd zu p. Der Kreis C' ist invariant unter f genau dann,

wenn C' invariant unter f" ist.
Beweis. i) Beide Richtungen sind klar, denn einerseits ist
hfh=" (h(C)) = hf(C) = h(C),
und andererseits
F(C)=h7"hfh™" (W(C)) = h™'h(C) = C.

i) Auch hier ist der Beweis sehr kurz. Die eine Implikation folgt aus

)= fey=r1C)=...=0,

fur die andere Richtung benutzt man die Tatsache, dass fiir teilerfremde r und

p ganze Zahlen 7 und j existieren, so dass 1 = ir + jp gilt. Daraus folgt nun
F(O) = frHr(C) = fr(0) = C.
O

Die Klassifikation periodischer Abbildungen (bis auf Konjugation) wird in
[27], [39] und [8] untersucht.
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Kapitel 3

Fall 111

In diesem Kapitel untersuchen wir Fall III, d.h. im Folgenden sei immer N, eine
nicht-orientierbare geschlossene Flache vom Geschlecht g > 3. (Einzige Aus-
nahme bildet dabei Kapitel 3.2, wo speziell ¢ = 1 und g = 2 analysiert werden.)
Weiter sei immer f : N, — Ny eine periodische Abbildung von ungerader Ord-
nung p > 3. Wie im Kapitel 1.3.5 beschrieben, gilt dann:

e N,y /(f) ist nicht-orientierbar

o k=0

m; | p

— ¢ l
CRH =y a1 )

m;
e ¢ =1=p=lem(my,...,m)

Wie im Fall I gehoren zur verzweigten Uberlagerung g : Ng — Ng/{f) Darstel-

lungen

T (Ng/{F) =Ay1, .- u}) = Zp,

sowle

7 (Ng/(f)) = Zp,

die wir beide mit 6 bezeichnen. Umgekehrt kann aus # wieder ¢ zurtickgewonnen
werden.

Ein Ziel dieses Kapitels ist, Resultate iiber die Existenz von invarianten
Kreisen im Fall TIT zu gewinnen. Dies wird dadurch erleichtert, dass Lemma 1,
2 und 3 aus [35] fast wortlich tibertragen werden konnen, siehe Kapitel 3.3. (Im
Kapitel 4 werden wir feststellen, dass dies fiir den Fall IT und TV nicht mehr gilt.)
In den Kapiteln 3.7 bis 3.10 interessieren wir uns fiir die maximale (ungerade)

Ordnung zu gegebenem g.
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3.1 Liste der moglichen Abbildungen fir
3<g< 20
In der folgenden Tabelle sind alle moglichen Kombinationen fur 3 < g < 20, p,

' Tund mq,...,m; aufgelistet, welche zu einer Abbildungen im Fall ITI fiithren.
g ) bl g bl g

Wie schon erwahnt, werden die Falle g = 1 und g = 2 im Kapitel 3.2 behandelt.
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11
11
11
11
11
11
12
12
12
12
12
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
14
14
14
14
14
14
14
14
15
15
15
15
15
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15
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15
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15
15
15
15
16
16
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16
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3
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3,9
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3
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3,3,3

5,5,5,5,5

9,9,9
3

17,17
3,3,3,3,3,3,3,3
3,3,3,3,3

3,3

5,5,5,5

9,9

17
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19 9 1 4 3,3,3,9

19 9 3 1 9

19 15 1 3 3,3,5

19 17 3 0

19 19 1 2 19,19

19 21 1 2 7,21

19 27 1 2 3,27

20 3 2 9 3,3,3,3,3,3,3,3,3
20 3 4 6 3,3,3,3,3,3
20 3 6 3 3,3,3

20 3 8 0

20 5 4 2 5,5

20 7 2 3 7,7,7

20 9 2 3 3,3,3

20 9 4 0

20 19 2 1 19

20 21 2 1 7

20 27 2 1 3

Es fallt auf, dass fur jedes g eine Abbildung der Ordnung p = 3 existiert und
zwar zum Beispiel (mit £ € N):

g p g l
2% + 1 3 1 k41
2%k +2 3 2 k.

Wir beschreiben kurz eine geometrisch sehr anschauliche Methode, die zeigt,
wie aus einer Abbildung im Fall T eine Abbildung im Fall IIT entstehen kann.
Man nehme eine orientierungserhaltende periodische Abbildung auf F, (Fall
I) von ungerader Ordnung p mit I > 1 Verzweigungspunkten und Quotient
Fg. Wabhle einen dieser Verzweigungspunkte, z.B. y; mit Index m;. Diesem

entsprechen r; = p/m; singulare Punkte z1,...,z,,. Man bildet jetzt
Fy# RP%4# . #RP” = Nogyy,,,
—————
i

indem man kleine Scheiben um die singularen Punkte herausschneidet und

dort reell projektive Ebenen hineinklebt'. Die urspriingliche Abbildung auf

In der Differentialtopologie nennt man diesen Prozess Aufblasen eines Punktes.
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F, induziert eine periodische Abbildung auf Nagy,, der Ordnung p mit [ — 1
Verzweigungspunkten und Verzweigungsindizes my, ... ,m;, ... ,m;, sowie Quo-
tient Nygi4q. (Man mache sich dies geometrisch klar, insbesondere was mit den
hineingeklebten projektiven Ebenen unter der Quotientenbildung geschieht; hier
ist entscheidend, dass m; ungerade ist.)

Leider kann man so nicht automatisch aus Abbildungen ohne invarianten
Kreis im Fall I solche im Fall 111 konstruieren.

Zur beschriebenen Konstruktion geben wir zwei Beispiele, ein anschauliches
(Abb. 1.4 in Kapitel 1.3.1) und ein eher abstraktes:

g p g l my,...,m (Fall T)
3 1 2 3,3
bzw. 4 15 0 3 3,5,15
induziert
g p g l my,...,my (Fall IIT)
3 3 1 3
bzw. 11 15 1 2 3, 15.

3.2 Invariante Kreise auf RP? und K

Wir suchen eine notwendige Bedingung fur die Existenz einer periodischen Ab-
bildung f : Ny — Ny (9 = 1, 2) der ungeraden Ordnung p > 3. Die Abbildung
f induziert eine zyklische verzweigte Uberlagerung q: Ny = Ng/{f) = Ng
vom Grad p. Nimmt man die Verzweigungspunkte {y1,...,y} C Ny und die
singularen Punkte ¢=!({y1,...,m}) C N, weg, erhalt man eine unverzweigte

p—blattrige Uberlagerung
Ng—q " ({yr,-- - u}) = Ny —{wn, ..., ui}.
Es gilt daher (siehe z.B. [3, Proposition IV.13.5])
X(Ng = a7 ({y, - ud)) =p xWg —{y1 - m}) ()

Dabei bezeichnet x die Euler-Charakteristik. Das ist die gewiinschte notwendige
Bedingung.

Bemerkung. Die Gleichung (*) ist nichts anderes als die Riemann-Hurwitz
Formel im Fall TII.
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3.2.1 RP?

Hier ist ¢ = 1, x(RP?) = 1; die Gleichung () lautet deshalb
Daraus folgt

Fir ¢’ > 2 wird die linke Seite der letzten Gleichung negativ, wahrend die
rechte Seite natiirlich nicht negativ sein kann. Folglich muss ¢’ = 1 sein und wir

erhalten die Gleichung

Den Fall I = 0 kann man ausschliessen, weil sonst p = 1 ware. Andererseits ist
I < 1wegen 1—1/p < 1. Insgesamt muss deshalb [ = 1 sein, was bedeutet, dass
my = p ist. Wir haben also die Kandidaten p =2k 4+ 1(k € N), Il =1, m; = p,
g’ = 1 gefunden.

3.2.2 Kleinsche Flasche K

Hier ist ¢ = 2, x(K) = 0, und (%) lautet demzufolge

yL-

i=1

p(2—9¢ —1)

2>

oder umgeschrieben

l

2—g':2(1—m%).

i=1

Der Fall ¢’ > 3 ist ausgeschlossen, weil sonst die linke Seite negativ wird. Aus
g' = 2 folgt [ = 0, was theoretisch moglich ist. Hingegen liefert der Fall ¢’ =1

einen Widerspruch, denn

impliziert [ = 2, m; = my = 2 und deshalb p = lem(m;, my) = 2. Das ist
unmoglich, weil p nach Voraussetzung ungerade ist. Es verbleiben die Kandi-
daten p=2k+ 1(keN),1=0, ¢ =2.
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3.2.3 Existenz von invarianten Kreisen

Alle gefundenen Kandidaten existieren tatsachlich, denn sie sind geometrisch
(als Rotationen) leicht zu realisieren. Man sieht sofort, dass im Fall RP? essen-
tielle (nicht-trennende) und nicht-essentielle invariante Kreise existieren. Im Fall
K existieren essentielle (trennende und nicht-trennende) sowie nicht-essentielle

Kreise.

3.3 Verallgemeinerung von Lemma 1, 2 und 3
aus [35]

Wir wollen zeigen, dass sich Lemma 1, 2 und 3 aus [35], die bei der Untersuchung
von invarianten Kreisen im Fall 1 eine sehr wichtige Rolle spielen, praktisch
wortlich auf den Fall 11T ubertragen lassen. In Kapitel 3.4, 3.5 sowie 3.6 werden
die so erhaltenen Lemma 3.1, 3.2 und 3.3 denn auch oft benutzt. Ab jetzt sei
wieder ¢ > 3 und f : N; — N, eine periodische Abbildung von ungerader
Ordnung p.

Lemma 3.1. Se: C ein invarianter Kreis von f und r < p die Ordnung der
Einschrdankung von f auf C. Dann gilt

i)r=p.

it) C enthalt keinen singuldren Punkt.

Beweis. 1) Wahle einen Punkt y € C und ein Geodatenstick A durch y
senkrecht zu C.

f7 ist eine Isometrie, die C' punktweise festlasst. Fiir einen Punkt a € A
gibt es deshalb nur zwei Méglichkeiten: f7(a) = a oder f"(a) # a, f*"(a) =
a (“Spiegelung”). In jedem Fall ist f?"(a) = a fiir alle @ € A. Folglich ist
7= idy,, denn eine Isometrie ist durch ihren Wert in einem Punkt und ihr
Differential in diesem Punkt eindeutig festgelegt (siche z.B. [9, Lemma 8.4.2])
und deshalb ist 2r = jp fur ein j € N. Weiter ist jp = 2r < 2p, denn r < p.
Also kann j nur die Werte 1 oder 2 annehmen. Weil p ungerade ist, kommt nur
J = 2 in Frage und daraus folgt » = p. (Insbesondere ist die zweite Moglichkeit
ausgeschlossen.)

il) Annahme: Es existiert ein singularer Punkt z € C, d.h. f¥(z) = 2 fir
ein 1| < w < p. Um diese Annahme zu widerlegen, beweisen wir die folgenden
vier Behauptungen:

Behauptung 1: fl := f¥|c # id¢. Das ist mit i) klar, weil w < p ist.

Behauptung 2: f# ist orientierungsumkehrend auf C'. Zum Beweis nehmen
wir an, dass f& orientierungserhaltend auf C'ist. Sei C' parametrisiert durch
v : [0,1] = C mit y(0) = ¥(1) = «. Die Abbildung f& : C = f¥(C) = C
induziert einen Homdéomorphismus « : [0,1) — [0,1) mit «(0) = 0. Aus der
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Annahme folgt, dass a streng monoton wachsend ist. Es existiert ein £ € (0,1)
mit a(§) # £ Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir «(§) < £ an.
Daraus folgt der Widerspruch

E=af(€) <aP HE) < ... <a?(é) < a(é) <&

Behauptung 3: fc ist orientierungsumkehrend auf C. Auch das ist klar,
denn andernfalls ware mit fc auch f{ orientierungserhaltend auf C, was der
vorhergehenden Behauptung 2 widerspricht.

Behauptung 4: fe hat die Ordnung 2 auf C'. Beweis: Mit Behauptung
3 folgt aus dem Lefschetz-Fixpunktsatz, dass fc einen Fixpunkt y € C' hat.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei C' parametrisiert durch v : [0,1] = C
mit ¥(0) = (1) = y. Die Abbildung f¢ induziert einen Homoéomorphismus
B :[0,1] = [0, 1] mit 8(0) = 1, 8(1) = 0. Wir nehmen nun an, dass f¢ nicht die
Ordnung 2 auf C hat. Deshalb ist 32(¢) < & (oder B%(€) > ) fiir ein £ € (0, 1).
Weil f2 orientierungserhaltend ist, ist 32 streng monoton steigend und es folgt

der Widerspruch
E=P7E) <P < < PE) <€

(oder & = B (¢) > F=2(8) > ... > B2(€) > £).

Aus Teil 1) folgt somit p = 2, welches die Hauptannahme widerlegt, da p nach
Voraussetzung ungerade ist. Teil ii) folgt tibrigens auch direkt aus Séatzen iiber
das Verhalten von periodischen Abbildungen auf S! (siehe z.B. [37, Chapter
XII, Theorem 7.3]). O

Lemma 3.2. Sei B die Menge der Verzweigungspunkte der verzweigten Uberla-
gerung q : Ny — Ng/(f). Sei § : m(Ny/(f) — B) — Z, die durch q induzierte
Darstellung und C ein invarianter Kreis von f. Dann st q(C) ein Kreis in
Ny /{f) — B und 6([¢(C)]) ein Erzeuger von Z,. Umgekehrt, falls C ein Kreis
in Ny/{f) — B st und 6([C) die Gruppe Z, erzeugt, dann ist ¢~1(C) ein in-

vartanter Kreis von f.

Bewets. Sei C ein invarianter Kreis von f. Aus Lemma 3.1 ii) folgt, dass C
keinen singularen Punkt enthalt. Folglich operiert (f) frei (als “Rotation um
27/p”) auf C (siehe wieder [37, Chapter XII, Theorem 7.3]) und C := ¢(C)
ist ein Kreis in N,/(f) — B. Der Kreis C ist eine p-blattrige unverzweigte
Uberlagerung von C'. Deshalb erzeugt 6([C]) die Gruppe Zp.

Umgekehrt sei C' ein Kreis in N, /(f) — B. Dann ist ¢~!(C) eine Vereinigung
von Kreisen in N, die invariant unter f ist. Wenn 6([C]) die Gruppe 7, erzeugt,
besteht ¢~'(C) aus genau einem (invarianten) Kreis (vergleiche [27, §2 in der

englischen Ubersetzung]) . O
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Lemma 3.3. Sei C ein invarianter Kreis von f. Dann trennt C' die Flache N,
genau dann, wenn C' := q(C) den Quotienten Ny/(f) trennt.

Beweis. Um die erste Implikation zu beweisen, nehmen wir an, dass C' die
Flache Ny trennt. Infolgedessen lasst sich N, schreiben als N, = Ay UA,UC
mit wegzusammenhangenden A; und A,.

Moglich ist nur f(A1) = Ay, f(A2) = As baw. f(A1) = Aq, f(A2) = Ay
(Denn sonst existieren zwel Punkte a, b € A; mit f(a) € Ay, f(b) € A5. Dann
kann man einen Weg + wihlen, der @ mit b in A; verbindet. f(v) verbindet
f(a) mit f(b), fihrt also durch C. Widerspruch.)

Weil p ungerade und fP = idy, ist, folgt f(A1) = A1, f(A2) = A2. Aus
Lemma 3.2 folgt, dass C ein Kreis in N, /(f)—B ist. Annahme: C trennt N, /(f)
nicht. Wahle a1 € A1, as € As zwel nicht-singulare Punkte von f. Es gibt einen
Weg v in Ny/{f) — (BUC) von ¢(a;) nach g(as2). Hebe v nach Ny —¢=1(B) zu
¥ mit 4(0) = a1 an. Der Lift 4 verbindet a1 mit (1) € q_l(q(ag)) C As (hier
braucht man f(As) = As) ohne durch C zu gehen; ein Widerspruch.

Umgekehrt trenne C' den Quotienten Ng/(f), d.h. Ng/(f) = ATUAUC.
Annahme: C = q_l(é) trennt Ny nicht. Wahle zwei Punkte a1 € Ay, as € As.
Sei a; € ¢~'(a1), az € ¢~'(a@s) und 7 ein Weg von a; nach as, der nicht durch
C fiihrt. Folglich verbindet q(v) den Punkt @; mit @y und geht nicht durch C,

was der Voraussetzung widerspricht. O

3.4 Existenz von invarianten essentiellen Kreisen
fur p prim

In diesem Kapitel ist speziell p eine Primzahl (oder Primpotenz). Der nachste
Satz gibt eine obere Schranke fiir eine Automorphismengruppe von Primzahlord-
nung auf gegebenem N, an (vergleiche Satz 1.17 ii)). In Satz 3.5 wird gezeigt,

dass fiir p eine Primpotenz jedes f (immer im Fall ITI) einen invarianten essen-

tiellen Kreis besitzt.

Satz 3.4. Sei ¢ > 3 und p prim. Dann st p < g und p = g gilt genau fur
g':l,l:?, mp = my =p.

Beweis. Wenn p prim ist, muss m; = p sein, d.h. jeder singulare Punkt ist ein

Fixpunkt. Die Riemann-Hurwitz Formel vereinfacht sich zu

!
g—2 , 1
’ 2
Wir machen eine Fallunterscheidung nach ¢':
° g >3
g—2

>—2>1
p
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o g =2
=g-2=Ip-1)
g=23=>101>1
:»p:g%Hg —1
o« g =1

g=23=>10>2
g—2+1
p=gel=2

O

Satz 3.5. Fur p emne Primpotenz hat jedes f einen invarianten essentiellen

Kreis.

Beweis. q: Ny — N, /(f) wird dargestellt durch 6 : 72 (N,/(f)) — Z,, wobei
die Orbifold-Fundamentalgruppe 72 (N, /(f)) durch

m m 2 2
(dl,...,dg/,xl,...,xl|.7:11:...:J:l‘:x1~...-z1~d1~...-dg,:1).

beschrieben werden kann.
Wir unterscheiden die beiden Fallel =0 bzw. [ > 1.

Zuerst betrachten wir den Fall [ = 0. Hier hat f keine singularen Punkte
und folglich auch keine Verzweigungspunkte. Weil p eine Primpotenz ist, sind
alle zu p teilerfremden Elemente in 7, Erzeuger. Aus der Surjektivitat von @

folgt deshalb, dass mindestens ein d; existiert, so dass 6(d;) ein Erzeuger von
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Z, ist. Die Reprasentanten von d; sind alle nicht-trennende Kreise. Sei C ein
solcher Reprasentant, d.h. wir setzen [C] := d;.

Sei l > 1: Falls §(d;) fir ein 1 < j < ¢’ ein Erzeuger von 7, ist, setzen wir
genau wie vorher [C] := d;.

Andernfalls, d.h. falls kein 6(d;) ein Erzeuger von 7, ist, existiert mindestens
ein Verzweigungspunkt yz, so dass f(zy) die Gruppe 7, erzeugt (wieder weil
p eine Primpotenz und 6 surjektiv ist). Nimm dann ein beliebiges d; (mit

0(d;) = 0) und bilde [C] = d; -z (betrachte dazu Abb. 3.1). Dann wird Z,

Abb. 3.1: d; -

erzeugt von 0([C]) = 0(d;) + 0(x) = O(xx). Der Kreis C ist nicht-trennend,
weil d; nicht-trennend ist (d; - # und d; sind homotop in w1 (|Ng/{f)])).

In jedem Fall ist C' ein nicht-trennender Kreis in Ny/(f) — B und 6([C])
ein Erzeuger von Z,. Aus Lemma 3.2 folgt deshalb, dass C' := g~ (C) ein
invarianter Kreis von f auf N, — ¢~!(B) ist. Mit Lemma 3.3 folgt, dass C

nicht-trennend, insbesondere also essentiell ist. O
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3.5 Existenz eines invarianten essentiellen Kreises

zu jedem (ungeraden) p

Satz 3.6. Zu jedem ungeraden p > 3 existiert eine nicht-orientierbare Flache

Ny

tiellen Kreis.

(9 > 3) und ein f : Ny — Ny der Ordnung p mit einem invarianten essen-

Beweis. Wir unterscheiden drei Falle:

i) Sei p prim:
Setze ¢ = p, ¢ = 1,1 = 2, m;y = ma = p. Die Existenz eines invarianten
essentiellen Kreises fur p prim wurde im Kapitel 3.4 gezeigt.

i) Selp=gq1-¢5 ... ¢ mit @ > 2sowie 3 < q1 < q2 < ... < ¢, fur
gprim(l1<i<a)undr; > 1(2<j<a):
Setze dann

g=2—q+p-L g =11=2m=q, m=L
q1 q1

Kontrolliere, dass p durch m; teilbar ist, die Riemann-Hurwitz Formel erfullt

ist, sowie p = lem(my, ms) gilt. Definiere jetzt

0:(dy,zr,20 | 27" =257 = 'l‘g'd%Z 1) =t A — Z, durch

O(z1) = L = g 70"
q1

6(1‘2) =41,

Dy = O )

Kontrolliere, dass # ein Homomorphismus ist und dass 6(z;) die Ordnung m;
hat. Es sei AT die Untergruppe der orientierungserhaltenden Elemente von A.
Dann gilt Z, = (A*), denn wegen

ged <£, q1) =1
q1
existieren ganze Zahlen ay und as mit
o L +asq =1
q1
und folglich ist
6 (z7" - x5?) = T1.

Mit [4, Proposition 3.2] folgt, dass # ein Flachen-Kern-Homomorphismus ist.
Jeder Repriisentant von dj ist ein nicht-trennender Kreis in RP2. Weiter

bemerken wir, dass #(d;) durch kein g; teilbar ist und daher 7, erzeugt. Aus

Lemma 3.2 und 3.3 folgt die Behauptung fiir ii) wie im Beweis von Satz 3.5.
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i) Seip=g¢7" ¢ ... mita>1r >2sowie3 <1< ¢2<...< ¢a,
firg; prim (1<i<a)undr; > 1 (2<j < a):

Die Strategie ist genau wie in ii). Setze

P .
g=1+p—q—,g’=1,l=2,m1291,m2=p
1

und
b ry— o Te
Oz) == =g g gl
q1
6(1:2) = 1,
—(L+gn" s )
0(dy) = . .

0(d1) erzeugt 7, da 6(d;) durch kein g¢; teilbar ist. Die Behauptung folgt genau
wie in ii). O

Bemerkung. In diesem Beweis ist das gewahlte g jeweils minimal zum vorgege-

benen p (siche [4, Theorem 4.1 und 4.3]).

3.6 Abbildungen ohne invarianten Kreis

Satz 3.7. Es gibt eine periodische Abbildung der Ordnung 1785 auf Nyi7¢7 ohne

nvartanten Kreis.

Beweis. Die Idee ist dieselbe wie im Beweis von Satz 2.1. Anstelle von [35,
Lemma 2] tritt hier das Analogon Lemma 3.2 und anstatt [23, Theorem 1]
verwenden wir eine Aussage aus [7].

Im Fall T war eine notwendige Bedingung fur die Existenz einer Abbildung
ohne invarianten Kreis ¢’ = 0. Hier sind a priori verschiedene g’ > 1 denkbar.

Wir entscheiden uns fur ¢’ =1, [ = 2. Es gilt
T (N1 = {y1,92}) = (dv, @1, 20 | 1 - 25 - d} = 1).

Sei p =178 = 3.5-7-17, g = 1767, my = 595, my = 105. Damit sind
die Bedingungen aus Kapitel 1.3.5 erfullt, namlich m;|p, die Riemann-Hurwitz

Formel sowie lem(mq, ms) = p. Definiere

. mi M2 2 1y —.
6.<d1,$1,.’l‘2|$11—.E22—I1-$2~d1—1>—.A—»Zl785

durch
0(dy) : = 1775 =5 - 355,
O(z1) : =3,
0(zs) : =17



ﬂberpr{ife, dass dies einen Gruppenhomomorphismus definiert und dass 6(z;)
die Ordnung m; hat. Aus #(d? - z7) = T folgt §(At) = 7Z,, insbesondere ist §
surjektiv. [7, Case (iv), p.145] sagt aus, dass nur Inverse oder Konjugierte von 1,
di, d?, dixq, (d1z1)2, x1, d?xy durch Kreise in Ny —{y1, y2} reprasentiert werden
konnen (vergleiche Abb. 3.2). Weil Z, abelsch ist, folgt #(3ap~") = (), d.h.

Abb 32 (d1T1)2

Konjugation liefert nichts Neues. Das Gleiche gilt fiir die Bildung von Inversen
oder Vielfachen. Es bleibt also noch zu iiberpriifen, dass 6(dyz1) und 6(d?z,)

keine Erzeuger von Z, sind:

O

Bemerkung. Auch z.B. der Fall ¢’ = 2, ] = 1 sieht erfolgsversprechend aus,
wenn man nach Abbildungen ohne invarianten Kreis sucht. Hingegen ist dies
fir ¢’ > 3 aussichtslos, da es dann zuviele sogenannte “primitive” Klassen in

Hi(Ng ) gibt (vergleiche dazu die Einleitung in [23]).
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Satz 3.8. Es gibt unendlich viele N, die eine Abbildung ohne invarianten Kreis

zulassen.

Bewezts. Sei k € N ungerade und definiere

g P mq msy g(dl) 6(1‘1) 9(1‘2) 9((111‘1) g(d%l‘l)
1785k — 18 1785k 595k 105k p—10 3 17 p—7 p-—17

O

Hier noch einige weitere Beispiele ohne invarianten Kreis mit ¢/ = 1,1 = 2

und “kleinem” g:

g p My ma  O(d1)  O(x1) O(xz2) O(diz1) H(d%xl)
1139 1155 105 165 3 22 1127 25 28
1141 1155 105 231 3 319 830 322 325
1143 1155 105 385 5 44 1101 49 54
1145 1155 231 165 3 8 1064 88 91
1147 1155 385 165 5 39 1106 44 49
1149 1155 385 231 7 81 1060 88 95
1763 1785 105 255 3 442 1337 445 448
1765 1785 357 105 3 130 1649 133 136
1775 1785 255 357 3 14 1765 17 20
1777 1785 255 595 5 182 1593 187 192
1779 1785 357 595 7 10 1761 17 24

3.7 Maximale (ungerade) Ordnung

Als Erganzung zu Satz 1.16 untersuchen wir im Folgenden die maximale Ord-

nung einer zyklischen Automorphismengruppe im Fall TTT.

Notation. Fiir gegebenes g > 3 bezeichne py,q5(g) die grosstmogliche ungerade
Ordnung einer periodischen Abbildung auf N;. Die Abbildung, die diese maxi-
male Ordnung realisiert, heisse f Es sei ¢’ das zu f gehorende Orbitgeschlecht
und [ die 7u f gehorende Anzahl Verzweigungspunkte. Entsprechend schreiben

wir die Verzweigungsindizes von f als m;, i =1,... 1.

In Satz 3.12 werden untere und obere Schranken fiir pp,q45(g) angegeben. Um

diesen Satz zu beweisen, benotigen wir drei Lemmata:
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Lemma 3.9. g ist genau dann gerade, wenn g’ gerade ist.

Beweis. Dieser Beweis ist eine direkte Konsequenz aus der Riemann-Hurwitz

Formel:

l
-2 1

=< _ g -2+ Z(l - —),m; = g, p ungerade, 7; ungerade
p i=1 mi Ti

l
:>g—2:pg'—‘2p+lp—2n

i=1

l
=>py=g-2+2p—Ilp+ > m

i=1

Sowohl fiir I gerade als auch fiir [ ungerade folgt pg’ = g + 2k (fir ein k£ € N),
woraus sich sofort die Behauptung ergibt. |

Bemerkung. Lemma 3.9 gilt nicht im Fall T.
Lemma 3.10. Fir g ungerade ist ¢' = 1 und [=2.

Beweis. Sei g ungerade: Es existiert eine Abbildung f mitp=g,¢ =1,1 =2

und my = my = p (vergleiche das Beispiel im Kapitel 1.3.5). Dies impliziert

Pmaz(9) > g (3.1)

Lemma 3.9 sagt aus, dass ¢’ ungerade ist. Fir ¢’ > 3 erhalten wir aus der

Riemann-Hurwitz Formel

(3.1)
>p<g—2<9 < Pmaz(9)

Daraus schliessen wir, dass pmas(g) nur fir ¢’ = 1 angenommen wird.

Es bleibt I = 2 zu zeigen. Aus 3 < m; < p folgt
2 0
5<1——<1——<1 (3.2)
Die Riemann-Hurwitz Formel (mit g’ = 1) liefert

l .
g—2 1. (32
0<2—2=—14+5Y(1=-—) < =141
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e — RP?

Abb.33:p=g—1

Damit ist { > 2. Weiter ist

. !
%:—1—#2(1—%) (3;)—1+§zz 213;3
3(g—2
TPS g— 3)
Falls { > 3 ist, folgt demnach
(3.1)
P<g—2 < Pmaz(9).
Es bleibt also nur noch ! = 2 iibrig, womit das Lemma bewiesen ist. O

Lemma 3.11. Fiir g gerade ist ¢' =2 und [ = 1.

Beweis. Sei g gerade: Es existiert ein fmitp=9g—1,¢ =2, =1, m; =p
(siche Abb. 3.3 fiir p = 5). Folglich gilt

Pmas(9) 2 9 —1 (3-3)
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Wegen Lemma 3.9 ist g’ gerade. Im Fall ¢’ > 4 gilt

l
-2 1 1
sy 24 (1 ) 224y (- ) 22

ms
i=1 ? i=1

g—2 (3.3)

:>p<T<g—1 < Pmasz(9).

Damit ist g/ = 2.
Umli=1zu zeigen, betrachten wir wieder die Riemann-Hurwitz Formel. Diese

liefert mit ¢’ = 2

p =1 m;
3g—2)
= p< 2
Falls I > 2 ist, folgt also
3 ) (3.3)
P<70=2)<g=1 < Pmas(9)-
Somit haben wir auch [ = 1 bewiesen. O

Satz 3.12. Es gelten folgende untere und obere Schranken fir pmaz(g):
i) Fir g ungerade ist g < Pmac(9) < ;(g +1).
it) Fiir g gerade ist ¢ — 1 < pmaz(9) < %(g -2).

Beweis. Wegen Lemma 3.10 und Lemma 3.11 setzen wir

g =1,1=2, fir g ungerade
g =2,1=1, fir g gerade

i) Die Riemann-Hurwitz Formel lautet

2 1 1 1 1
g—:—]+(1——)+ l———)=1-— - —
P my msy mq mso
Mit
1 11 2 p—2
Sl — - —g1-2=2"¢%
3 my Mg P P



ergibt sich die Abschatzung

| —
3
3

und damit g < p < 3(9 — 2), woraus die Behauptung fiir ¢ = 3 und g = 5 folgt.
Die Schranke pmaz(3) = 3 wird tbrigens durch das Beispiel in Kapitel 1.3.5
realisiert.

Sei jetzt ein ungerades g gegeben.

Annahme: Es existiert ein p mit p > 2(g + 1).

1 1 (RH) g —2 g—2 1 1

>l-——-— "= < =l-c=-—
my Mo p 3(g+1)/2 3 (¢9+1)/2

N 1 n 1 >1+ 1 >1

e R R

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit my < ma. Weil m; > 3 ungerade ist,

kommen hochstens folgende drei Falle in Frage:

a)mi; =3, ms|p

b) m;y =5, my=5

c)my=5my =T

Fall a): Wir unterscheiden nochmals zwei Falle:
e gcd(3,m2) =3

= p = lem(my, ms) = my

1 1 1 1 1 1
= — 4+ —=—4+ - < -4+ — Widerspruch.
mq mso 3 P 3 (g+1)/2 P

g—2 1 1_1 1
p my my 3 p
:>g—-|_1:1—l:z
p 3 3

=p= %(g + 1). Widerspruch.
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Fall b): Hier ist p = lem(my, ms) = 5, woraus mit der Riemann-Hurwitz Formel
g = 5 folgt. Wir haben aber schon gesehen, dass fur ¢ = 5 immer p < 9 gilt.
Folglich ist p < %(g + 1). Widerspruch.

Fall c):
p = lem(my, ms) =35 (R_:E) g=25
. 3 .
=>p=30<39= E(g + 1). Widerspruch.
Bemerkung: Tatsachlich wird py,q,(25) = 39 angenommen durch ein f mit

mq = 3, my = 13 (sieche Kapitel 3.8).
ii) Sei g gerade:

O

Bemerkung. Vergleiche die Resultate mit Satz 1.16 iv), der aussagt, dass wenn

man auch gerade p (Fall IV) zulasst, gilt:

24, g ungerade
P<
29 —2, g gerade.

Das maximale p wird also grosser als unser p,q.(¢) und ist immer gerade.

3.8 Liste der Abbildungen, in denen p,,q.(g)

realisiert wird (3 < g < 100)
In Kapitel 3.1 sind (fir 3 < g < 20) alle Abbildungen im Fall ITI aufgefithrt. Aus
einer solchen Tabelle kann man sofort ablesen, welche Abbildung zu gegebenem

g die maximale Ordnung pmaz(g) realisiert. In der folgenden Tabelle sind diese
Abbildungen fur 3 < ¢ < 100 aufgelistet.
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g ungerade (3 < g < 100):

msy

my

Pmaxz (g)

15
15
21

15

11
13
15

21

21

17
27
11
33

17

17
27
33

17
19
21

33

23
25
27
29
31

13
39
35
45

39

39

35

45

17
51

51

33
35
37
39
41

51

19
57
11
63
23
69
25
75
65
81

a7
a7
35

63

43

69

45

69

47
49
51

75

75

65

53
35
57
59
61

81

29
87
31

87
87
93

93

93

63
65

17

85

89



99
35

105

99
105
105
111
111

67
69
71

37
111

73

75
77
79
81

95
117

95
117
123
123
129
129
115
135
141
141

41
123

83
85
87
89
91

43
129

23
135

47
141

93
95
97
99

49
147

147
147

g gerade (3 < g < 100):

my

Pmaz(9)

10
12
14
16
18
20
22

15
15
21

17

17
27

25
33

24
26
28
30

27
39

35

45

32
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33

33
51

34
36
38
40

45

57
45

42

63
35
69
51

44
46

48

17

50
52

5

65
81

54
56
58
60
62

63

87
75

93
65
99
85
105

64
66
68
70

65

72

81
111

74
76

95
117

78

80
82

17

85
123
105
129

84
86
88
90
92

99
135

115
141

94
96
98
100

33

99
147
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3.9 Berechnung von p,,..(g) fiir gerades g

In diesem Kapitel wollen wir fiir ein beliebiges gerades g die Schranke ppqz(g)
bestimmen. Im anderen Fall (g ungerade) formulieren wir eine (unvollstandige)
Vermutung fiir den Wert von pp,qz(9)-

Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung: Jedem geraden g > 4 lasst sich

eineindeutig ein Paar (n, k) € N? zuordnen, so dass gilt:
g=2+252n-1).
Das ist klar, wenn man die Primfaktorzerlegung von g — 2 betrachtet.

Satz 3.13. Ser g > 4 gerade. Wir wdhlen fir g wie oben beschrieben die
Darstellung g = 2+ 2%(2n — 1). Dann gilt . (9) = 9 — 3 + 2n.

Beweis. Es existiert eine Abbildung f mit p=¢—3+2n, ¢’ =2,1 =1 und
my =14+ 2¥ = p/(2n — 1). Daraus folgt pmaz(g) > g — 3 + 2n.

Um prmasz(g) < 9 — 3+ 2n zu zeigen, betrachten wir die Riemann-Hurwitz
Formel mit g = 24 2%(2n — 1) und ¢’ = 2, [ = 1 (wegen Lemma 3.11):

2(2n — 1) ]
p B m
= %@ 1)=p—
my

:>2k(2n— 1)mi =mip—p=p(m —1)
p ungerade = 2% | (my — 1)
= m —1=1i-2"(fiir ein i € N)
=2%02n - 1)my =p(mi — 1) =p-i.-2*

(2" + )20 — 1) _otan_ 1) T

1 1 2

mi(2n — 1) _

=>p=

2n —1
- <g—242n—-1=g—-3+42n.

2
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Die Berechnung von pp,a.(g) fiir g ungerade scheint etwas komplizierter zu

sein, obwohl man in der Tabelle in Kapitel 3.8 viele Regelmassigkeiten erken-

nen kann.
bestatigt.

Vermutung 3.14. Sei g >

Die folgende Vermutung wird numerisch zumindest fur g < 1000

> 3 ungerade, j € No und p = pmas(g). Dann gilt

3(1 + 29), g=3+4j
3(3 + 24), 9=5+47,7Z0 mod 3
5(1 + 67), g=5+24j
Pmaz(9) = { 5(5 + 65), g=17+245,j#0 mod 5
9(17 + 305), g = 137 + 2405
17(14305), g =17+ 4805
17(17 4+ 307), g =257+ 4807, Z 0 mod 17

mit
(3,p 9=3+4j
(3p/3) g=5+4j,jZ0 mod3
(5,p g=5+24j

(71, 7g) = (,p/a g=17T4+245, 720 mod 5

9,p), g = 137+ 240j
(17,p), g =17+ 480j
(17,p/17), g = 257+ 4805, j #0 mod 17

Bemerkung. In dieser Vermutung wird der Fall ¢ = 257+ 8160j nicht erfasst.

Es scheint aber, dass sich die Gesetzmassigkeiten entsprechend fortsetzen.

3.10 Annahme der Schranken aus Kapitel 3.7

In diesem Abschnitt diskutieren wir, fur welche g die unteren und oberen Schran-
ken fir pp,q;(g) aus Satz 3.12 angenommen werden. Fir g gerade ist dies nach
Satz 3.13 leicht zu entscheiden.

Satz 3.15. Fir ungerades g wird die untere Grenze ppmqg(9) = g angenommen

fir g =3, 5, 17, 257 und fir kein anderes g < 1000.
Beweis. Numerisch. O

Vermutung 3.16. Diese Grenze wird genau fir
g=2"+1,j€Ng

angenommen.
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Satz 3.17. Fiir ungerades g wird die obere Grenze ppqaz(g9) = %(g + 1) genau
fiir g = =3+ 12k oder g = 1 + 12k (k € N) angenommen.

Beweis. Es gibt ein f mit

3 3(—1+6k), g=-3+12k
p=§(g+1):
3(1+6k), g=1+12k
und
1 —1+6k, g=-3+12k
gl:l,l:Q,m1:3’m2:E:i: g
’ 2 1+6k,  g=1+12k

Dann gilt lem(my,mz) = p und die Riemann-Hurwitz Formel ist erfillt.

Dass die Grenze fiir andere g nicht angenommen wird, sieht man wie folgt.
Fir g = =9 4 12k, —5 + 12k, —1 + 12k (k € N) ist 3(g + 1)/2 gerade. Fir
g = =74 12k ist p = 3(g + 1)/2 durch 9 teilbar. Wie im Beweis von Satz
3.12 i) sieht man, dass nur m; = 3 in Frage kommt. Wegen 9|p und der lcm-
Bedingung miisste ms = p gelten, aber wie im genannten Beweis fihrt dies zu

einem Widerspruch zur Riemann-Hurwitz Formel. O

Satz 3.18. Fir gerades g wird die untere Grenze pmaz(9) = g — 1 genau fur
g =2+2* (k € N) angenommen.

Beweis. Wir schreiben g wie in Satz 3.13 als ¢ = 2 + 2%(2n — 1). Mit dem
genannten Satz sehen wir, dass die Gleichung pmaz(9) =9 —3+2n =g —1
genau fiir n = 1, also genau fiir ¢ = 2 + 2% erfiillt wird. O

Satz 3.19. Fir gerades g wird die obere Grenze pmaz(g) = %(g — 2) genau fur

g € AN angenommen.

Beweis. Genau wie im Beweis von Satz 3.18 sehen wir, dass die Gleichung

Pmaz(9) =9 — 3+ 2n = 3(g — 2)/2 genau fiir g = 4n angenommen wird. O
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Kapitel 4

Fall II und 1V

In den noch nicht untersuchten Fallen IT und IV kann ein neues Phanomen
auftreten, namlich &’ > 0, d.h. |S/(f)| besitzt einen Rand. In diesem Fall sind
[35, Lemma 1, 2, 3] bzw. Lemma 3.1, 3.2 und 3.3 nicht ibertragbar (z.B. gilt r =
p/2in Lemma 1, wenn C' ein “Reflektor” ist). Damit ist naturlich auch die bis-
herige Theorie uber die Existenz von invarianten Kreisen nicht anwendbar, denn
die Entwicklung dieser Theorie basierte wesentlich auf den erwahnten Lemmata.
Auf die Falle IT (k' > 0) und IV (k' > 0) gehen wir deswegen in dieser Arbeit
nicht mehr ein.

Ziel dieses Abschnitts ist anzudeuten, dass jedoch in den beiden Spezialfallen
IIb) (k' = 0) und IVb) (k' = 0), in denen beispielsweise alle periodischen ori-
entierungsumkehrenden Abbildungen f : Fy, — F,; der Ordnung p € 4N er-
fasst werden, die bisherige Strategie im Wesentlichen ubernommen werden kann.
Konkret bedeutet dies, dass analoge Versionen von Lemma 1 und 2 weiterhin
gelten, wobei man das genau wie in [35] oder Kapitel 3.3 beweist. Ein Problem
taucht hingegen bei Lemma 3 auf, denn unter den Voraussetzungen von Lemma
3 (p > 2 und C ein invarianter Kreis von f), ist die Tatsache, dass C' die Flache
S trennt, nur notwendig aber nicht hinreichend dafiir, dass C' := ¢(C)) den Quo-
tienten S/(f) trennt. Wir werden deshalb nachher einen Ersatz fir die nicht
mehr geltende Implikation angeben, doch zuerst verdeutlichen wir das Scheitern
dieser einen Richtung an einem Beispiel (Abb. 4.1):

Sei fi die Spiegelung an der eingezeichneten Ebene E und fs die Drehung

um 27 /4 um die eingezeichnete Achse:
e g=28
o f=fiofi,p=4
o l=1,m =2

e ¢’ = 5im Fall ITb) bzw. ¢’ = 3 im Fall TVDb)
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o// \\' .
e . e - <@> im Fall 11b)
.// \\. . e = j im Fall 1IVb)

Abb. 4.1: Gegenbeispiele zu “Lemma 3”

Sei C' der Kreis S N E. Dann trennt C die Flache S, aber C trennt S/(f)
tatsachlich nicht.

Man erinnere sich, dass Lemma 3 (in Kombination mit Lemma 2) wichtig
war, um aus der Existenz eines nicht-trennenden Kreises C' in S/(f) (wobei
0([C]) ein Erzeuger von 7, ist) zu schliessen, dass ¢~ (C) ein invarianter nicht-
trennender Kreis, also ein invarianter essentieller Kreis ist. Aus dem nachsten
Lemma bekommt man einen gleichwertigen Ersatz fur Lemma 3, immer in den

Fallen IIb) (¥’ = 0) und IVb) (k' = 0).
Lemma 4.1. C ist genau dann essentiell, wenn [Cly sy # [1]r,(s) ist.

Beweis. Die Richtung ” <" ist aquivalent zur Aussage, dass [C]r,(s) = [1]r,(s)
gilt, falls C' eine Scheibe auf S begrenzt. Das ist aber klar.

Umgekehrt ist zu zeigen, dass aus [Clr,(s) = [l]r,(s) folgt, dass C' eine
Scheibe auf S begrenzt. Dies wird in [10, Theorem 1.7] bewiesen. O

Die Quotientenabbildung ¢ : S — S/(f) induziert einen Homomorphismus

g« : m(S) = m (IS/{H)]),
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insbesondere 1st

4+ ([Uri(s)) = Mmqssinn

und aus [Clu, s/ # [Mmas/inn lgt [Clrs) = 17 (C)lns) # [ris)-
Daraus schliesst man mit Lemma 4.1 wie erhofft, dass C' essentiell ist, falls C
den Quotienten S/(f) nicht trennt.

Somit sind die Grundlagen gegeben, um in den Fallen IIb) (&' = 0) und IVb)
(k' = 0) die Existenz von invarianten (essentiellen) Kreisen zu untersuchen. Weil
hier p gerade ist, fallen allerdings im Gegensatz zu den Fallen I und 111 die leicht
zu beweisenden Satze mit p prim (siche [35, Theorem 1] und Kapitel 3.4) weg.
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Anhang A
Computerprogramme

Dieser Anhang besteht aus zwei Computerprogrammen, die beide im Fall T alle
Abbildungen ohne invarianten Kreis fiir [ = 3, ¢ < 100 berechnen. Damit kann
also die Tabelle in Kapitel 2.5.4 erstellt werden. Das Grundkonzept des C++ -
Programms in A.1 kann leicht auf die Falle I > 3 tibertragen werden (wobei sich
aber die Lange und Laufzeit des Programms stark erhéhen). Hingegen benutzt
das Maple-Programm in A.2 eine spezielle Eigenschaft des Falls I = 3, namlich
dass p > O(g) sein muss (siehe Satz 2.11 und auch die Bemerkung auf Seite 52).

A.1 CH+4 - Programm

#include <iostream.h>
int ged(int x, int y)
{
int z;
if (x<y)
{
Z=X;
X=y,
y=z;
}
while(y!=0)
{
z=x%y;
X=y;
y=z;
}
return x;

}
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int lem2(int u, int v)

{

}

return (u*v)/gecd(u,v);

int lcm3(int u, int v, int w)

{

}

return lcm2(lcm2(u,v),w);

int main()

{

for (int p=30; p<223; p++)
{
if (p==30 || p==42 || p==60 || p==66 || p==70 ||
p==78 || p==84 || p==90 || p==102 || p==105 ||
p==110 || p==114 || p==120 || p==126 || p==130 ||
p==132 || p==138 || p==140 || p==150 || p==154 ||
p==156 || p==165 || p==168 || p==170 || p==174 ||
p==180 || p==182 || p==186 || p==190 || p==195 ||
p==198 || p==204 || p==210 || p==220 || p==222)
{
for (int ri=2; ri<=p/5; ri++)
{
if (phri==0)
{
for (int r2=ri+1; r2<=p/3; r2++)
{
if (phr2==0 && lcm2(p/r1,p/r2)==p)
{
for (int r3=r2+1; r3<=p/2; r3++)
{
if (p%r3==0 && (p-ri1-r2-r3)%2==0 &&
lem2(p/rl,p/r3)==p && lcm2(p/r2,p/r3)==p &&
lem3(p/rl,p/r2,p/r3)==p)
{
if ((2+p-r1-r2-r3)/2<=100) // Bedingung: g<=100
{
for (int hi1=2; hi<p; hi++) // hl entspricht theta(x1l)
{
if (p/gcd(p,h1)==p/r1) // Bedingung: hl hat Ordnung ml in Zp
{
for (int h2=2; h2<p; h2++)
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if (p/gecd(p,h2)==p/r2 && gcd(hi+h2,p)>1)
{
for (int h3=2; h3<p; h3++)
{
if (p/gcd(p,h3)==p/r3 && (h1+h2+h3)%p==0)
{
cout << r1 << ‘\t¢ << r2 << ‘\t‘ << r3 << ‘\t*
<< hl << ‘\t‘<< h2 << ‘\t¢ << h3 << “‘\t°¢
<< p << ‘At << (24p-r1-r2-r3)/2 << ‘\n‘ ;
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A.2 Maple-Programm

with(numtheory):
drei:=proc(Bg,Tg)
local g,0g,p,mtop,ml,m2,m3;
for g from Bg to Tg do
if irem(g,2)=0 then 0g:=2%g+2;
else Og:=2%g-2;
fi;
for p from Og+l to 4*g+2 do
if nops(factorset(p))>2 then
if irem(p,2)=0 then mtop:=p/2;
elif irem(p,3)=0 then mtop:=p/3;
elif irem(p,5)=0 then mtop:=p/5;
else mtop:=floor(p/7);
fi;
for m1 from 2 to mtop do
if irem(p,m1)=0 then
for m2 from m1 to mtop do
if irem(p,m2)=0 then
if ilem(mil,m2)=p then
for m3 from m2 to mtop do
if irem(p,m3)=0 then
if (2*g-2)/p=1-1/m1-1/m2-1/m3 then
if ilem(ml,m3)=p then
if ilem(m2,m3)=p then
if ilem(mi,m2,m3)=p then
print(g,p,p/m3,p/m2,p/mi);
fi;
fi;
fi;
fi;
fi;
od;
fi;
fi;
od;
fi;
od;
fi;
od;
od; end: drei(11,100);
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