PERIODS IN QUATERNION SQUARE COMPLEX GROUPS

DIEGO RATTAGGI

Let (p, 1) be any pair of distinct odd prime numbers. Let x = zo+x1itaoj+a3k €
H(Z) \ {0}. Define

Yp1 : H(Z)\ {0} — PGL2(Q,) x PGL2(Qy)
by

B 2o +x1cp +x3dp,  —x1dy + X2 + T3Cp
77/1111(1’) = _ _ _ — ’
T1dp — 2 + X3¢,  To — T1Cp — X3dp

To+x10 +x3d; —x1d; + 20 + T3¢y
—x1d; — xo + 230  To — X1C — T3d]

where c,,d, € Q, and ¢;,d; € Q; are elements such that 0127 + df) +1 =0 and

c?+d?+1 = 0. Note that ¥, 1 (xy) = ¥p1(2)Vpi(y), Ypi(Ax) = by (z) if X € Z\{0},
and (Yp(x))™' = 4, 1(T), where T = xo — x1i — x2j — w3k is the conjugate of .
Define the norm |z|? = 27 = Tz = 23 + 2% + 23 + 3.

Let

T, ={z€H(Z); |z|*>=p"l°r5>0;
zo odd, 21, 29, 23 even, if |2[> =1 (mod 4);
Ty even, g, T2, v3 odd, if [z[* =3 (mod 4)}.

Define subsets T, := {& € T : [¢]> = p} and T := {x € T}, : |z|> = I}. Note
that [T, = 2(p + 1) and |T;| = 2(I + 1). Define A, = {a1, .. .,a%}il = ,p1(T,),
B, ={by,..., b%}il = wp,l(f‘l) and the group I, ; = ¢p,l(fp,l) which is generated
by {al,...,a%ﬂ,bl,...,b%}.

We associate to I'y; a set of squares (“tiles”)

T(Tpy) = {abd't’ : a,a’ € Ap; b,V € By; aba’b’ =1 €T}

We want to define a map per : A, x B, — Ny. Fix (a,b) € A, x B;. Then there
is a unique pair (a’,b') € A, x B; such that aba’t/ =1 € Ty, in particular
IT(Tp)l = [Apl - |Bif = (p+ 1)1+ 1).
If ¢’ =a or & = b, define per(a,b) = 0.
If a’ # aand b’ # b, then there is a unique tiling of the plane f(q ) : Z* — T(Tp),
such that f(,4)(i,7) = aba’d’ for all i € Z. In this case define

per(a,b) =min{j € N: f,)(i,7 + j) = aba’b’ for all i € Z}
and its multiplicity (divided by 4)

1 - .
mult,, ;(per(a, b)) = ZH(d’ b) € A, x By : per(a,b) = per(a,b)}|.

Date: July 2004.
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We take the factor i, since
per(a,b) = per(a’, ') = per(a™!,0'"") = per(a’~1,07),

if aba’b’ = 1.

In the following table, we list two rows for each pair (p,l) such that 2 < p <
[ < 100: in the first row are the possible periods of pairs (a,b) € A, x By, i.e. the
elements of the set

{per(a,b) : (a,b) € A, x Bi}

and in the second row are the corresponding multiplicities mult,, ;(per(a,b)). Ob-

serve that the sum of the numbers in the second row is always (p + 1)(l + 1)/4.
There are 276 pairs (p,l) in the list.

(®.h)
(3,5) 0| 4

2| 4
3.7) 0| 4

2| 6
@I | o] 1] 2

6| 2| 4
(313) | 0| 4] 6

4| 4| 6
@17 | o] 1] 3| 6

4| 2| 6| 6
B19) | o] 1] 2| 4

2| 2| 4| 12
(323) | 4| 6] 8

6| 6| 12
329) | 0| 6] 8] 10

6| 6| 8| 10
330) | 0] 6] 8

14| 6| 12
B37) | 0| 6] 8] 10

8| 12| 8| 10
B4al) | 0| 1] 5| 8

12| 2| 20| 8
343) | 0| 1] 2| 3] 4| 6

4| 2| 4| 6| 6] 12
(347) | 0] 4| 6] 12

12| 6| 12| 18
(353) | 0| 6| 8| 14

14| 18] 8| 14
359) | 0| 1] 2| 4] 6

18] 2| 4] 12| 24
(361) | 0] 4| 6] 8| 14

16| 4| 12] 16| 14
(B67) | 0| 1] 2| 4| 6

| 2| 4| 6| 42
B7) | 0| 6] 12| 16

24| 6| 18| 24
37 | 0| 1] 5] 6| 8

16| 2| 30| 18] 8
(379) | 0| 8| 12| 18

14| 12| 36| 18
383) | 0| 1] 2| 4] 6| 8

18] 2| 4| 18] 18| 24
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0 1 5 8 10
24 2 20 24 20

0 1 5 6 10
24 2 20 12 40

0 4 6

2 4 6

0 2 4 6

4 4 4 6

0 1 4

6 3 12

1 3 4

3 6 18

0 4 8 10

4 8 8 10

0 4 6

10 20 6

0 1 2 4

12 3 12 18

0 4 6 10 16

4 12 6 10 16

0 1 3 4 6

6 3 6 24 18

0 1 4 6 8

18 3 18 12 12

0 4 6 8 10 14 20
4 4 6 8 10 14 20
0 4 6 8

10 24 30 8

0 1 2 4 6

6 3 12 42 18

0 2 4 6
20 4 12 54

0 1 3 4 10

18 3 6 36 30

0 4 6 10 12 16 22
20 4 18 10 12 16 22
0 4 6 8 10 12

12 12 30 32 10 12

0 1 3 6 8
24 3 6 66 12

0 4 6 8 10 12 20 26
24 4 6 8 20 12 20 26
0 2 4 6 8 12
20 4 16 42 32 12

0 1 3 4 6 8 12
24 3 6 18 | 42 24 18
0 1 3 6 7 8
36 3 6 48 | 42 12

4 6 8

6 6 12

0 2 4

4 4 20

0 3 4 6

4 12 8 12
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(7,19) 0] 2] 4] 6

12| 4| 18| 6
(7,23) 2] 3| 4| 6

12 6] 18| 12
(7,29) 0] 4| 6| 8| 10| 20

8| 8| 6| 8| 10| 20
(7,31) 0] 1| 2| 3| 4] 6

12| 4| 12| 6| 18| 12
(7,37) 0] 2| 4| 6] 8] 10

8| 4| 28| 18| 8| 10
(7,41) 0| 3| 4 5] 6] 7

8| 12| 8| 30| 12| 14
(7,43) 2 4| 6| 8

4| 30| 18| 36
(T,A7) 0] 2| 4| 6

12 12| 48| 24
(7,53) 0] 2| 4| 6] 10] 16

8| 4| 4| 36| 40| 16
(7,59) 0| 4| 8| 12| 18] 28

12| 6| 24| 18| 18| 42
(7,61) 0] 4| 6| 8| 10| 12

16| 36| 6| 32| 10| 24
(7,67) 0] 2| 4| 6| 8] 12

24| 4| 48| 30| 12| 18
(7,71) 0] 3] 4] 6] 8] 10

12| 6| 54| 30| 12| 30
(7,73) 0] 1] 3| 4] 6] 7] 9

12| 4| 36| 40| 24| 14| 18
(7,79) o] 1| 2| 3] 4| s

36| 4| 12| 6| 84| 18
(7,83) 0] 4] 6| 8] 18| 20

24| 36| 12| 48| 18| 30
(7,89) 0] 3| 4| 5| 6] 7] 17

28 | 18| 16| 20| 36| 28| 34
(7,97) o] 1| 3| 4] 5] 6] 7

28 | 4| 18| 72| 20| 12| 42
(11,13) | o] 4] 6| 8] 14

2| 4| 6| 16| 14
(11| o] 1| 2| 3| 4| 6

8| 2| 4| 6| 16| 18
(11,19) | o] 1| 2| 3| 4| s

6| 6| 12| 6| 18] 12
(1123) | 0] 4] 6] 12

12| 24| 18] 18
(1129 | o] 2| 4| 6] 8

10 12| 24| 36| 8
(11,31) | 4| 6| 8| 12| 18

18| 6| 36| 18| 18
(11,37) | 0] 4| 6| 8| 20| 22

12 28| 24| 8| 20| 22
(1140 | o] 1] 2| 3| 4] 6] 12

8| 6| 4| 18| 48| 18| 24
(1143) | o] 1| 2| 3| 4] 6] 8| 12

6| 2| 4| 6| 36| 36| 24| 18
(1147) | 0| 4| 6| 8| 12

18| 42| 18| 12| 54
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(11,53) | 0] 2] 4] 6] 8] 10] 14
8| 4| 24| 36| 56| 20| 14
(1,59 | o] 1| 2| 3| 4] 6
12| 6| 60| 6| 66| 30
(11,61) | 0] 4| 6| 8| 10] 12| 14| 22| 32
14| 16| 12| 24| 40| 12| 14| 22| 32
(11,67 | o] 1| 2| 4| 5] 6] 8| 10| 16
24| 2| 4| 54| 10| 42| 24| 20| 24
(11,71 | o| 4| 6| 8] 12| 18
24| 54| 36| 48| 36| 18
(11,73 | o] 1| 3| 4| 5] 6] 7| 8| 9] 10| 16
12| 2| 12| 16| 10| 12| 70| 16| 36| 20| 16
(A1,79) | 0] 4| 6| 8| 12| 18] 20
12 60| 12| 72| 18| 36| 30
(1,83 o] 1| 2| 4| 6
30| 2| 28| 78] 114
(1189) | o] 1| 2| 3| 4] 5] 6] 10| 12
16| 6| 4| 24| 72| 20| 84| 20| 24
(11,97 | o] 1| 3| 4| 5] 6] 7| 8| 9] 10| 13| 14| 18| 22
16| 2| 42| 16| 10| 12| 14| 24| 18| 20| 26| 14| 36| 44
(1317 o] 1] 3] 4] 6] 8
6| 3| 24| 6| 12| 12
(1319) | 0| 2| 4| 6] 10
4| 4| 28| 24| 10
(1323) | 0| 2| 4| 6| 8] 10
4| 4| 12| 6| 8| 50
(1329) | o] 1| 2| 4| 6] 8] 10
6| 3| 12| 12| 18| 24| 30
(1331) | 0| 2| 4| 6| 8] 10
18| 8| 24| 12| 40| 10
(1337) | 0| 1| 2| 3| 4| 6
12| 7| 36| 6| 54| 18
(1341) | 0] 1| 3| 4| 8] 12| 15
12| 3| 24| 12| 48| 18| 30
(1343) | 0| 2| 4| 6| 8] 10
16| 12| 44| 30| 32| 20
(1347) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 14| 18| 20
8| 4| 36| 36| 8| 10| 28| 18| 20
(1353) | 0] 1| 2| 3| 4] 6] 8| 10
12| 3| 12| 6| 30| 72| 24| 30
(1359) | 0] 4| 6| 8| 12| 22| 24| 28
8| 40| 6| 24| 12| 44| 48| 28
(1361) | 1| 2| 3| 4| 6] 3
7] 36| 6| 96| 36| 36
(1367) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 16
16| 8| 68| 42| 32| 40| 32
(13,71) | 0] 4| 6| 8| 10] 12| 14| 18| 20| 26| 36
20| 24| 6| 8| 30| 24| 14| 18| 20| 52| 36
(13,73) | 0] 1| 2| 3| 4] 6] 8| 10
24| 7| 12| 6| 78| 78| 24| 30
(13,79) | 0] 4| 6| 8| 10] 12| 14| 18
16| 52| 18| 64| 30| 36| 28| 36
(1383) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 22| 26
16| 4| 28| 30| 48| 20| 12| 14| 16| 36| 44| 26
(1389) | 1] 3| 4| 6| 8] 9] 12| 15| 22
3] 18| 24| 54| 60| 36| 24| 30| 66
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(1397 ] o] 1] 2| 3] 4] 6] 8] 12
24| 7| 12| 66| 90| 48| 72| 24
(1719) | 0] 1] 3] 4] 8] 10] 13
4| 2| 24| 16| 8| 10| 26
(1723 0| 2| 3| 4| 5] 6
4| 8| 6| 32| 10| 48
(1729 | o] 1| 2| 3| 4] 6] 12
12| 3| 12| 6| 54| 12| 36
(1731) | 0] 3| 4| 5| 7] 8| 16
8| 30| 8| 20| 14| 32| 32
(1737 | 0] 1| 3| 4| 6] 8| 12| 14
12 3| 24| 30| 12| 24| 24| 42
(74l | o] 1| 2| 3| 4| 6
12| 9| 36| 24| 54| 54
(1743) | 0] 1| 3| 4| 6] 10| 12| 14
8| 2| 36| 8| 48| 20| 48| 28
(1747) | 0] 2| 3| 4| 5] 6] 8| 10
16| 16| 6| 56| 10| 36| 16| 60
(1753) | 0] 1| 3| 4| 6] 8] 12
36| 3| 24| 72| 36| 48| 24
(1759 | o] 1| 2| 3| 4] 6] 7| 8| 10] 12
24| 2| 12| 36| 40| 42| 14| 56| 20| 24
(761) | o] 1| 3| 4| 7] 8] 10| 16
12| 3| 24| 60| 42| 60| 30| 48
(767 | o] 1| 3| 4| 6] 7] 8| 11| 13| 22| 24
20| 2| 36| 24| 78| 14| 16| 22| 26| 44| 24
a7y | o] 3| 4| 5| 6] 7] 8] 10| 11| 14
16| 42| 40| 10| 36| 14| 48| 40| 22| 56
(1773 o] 1| 2| 3| 4] 6] 8| 10
24| 9| 24| 48| 126| 18| 24| 60
(779 | o] 3| 4| 5| 6] 7| 10| 14| 15| 16| 17| 18
16| 54| 24| 20| 24| 14| 20| 56| 30| 32| 34| 36
(178) | o] 1| 2| 3| 4] 6] 7| 8
16| 2| 12| 24| 128|126 | 14| 56
(1789 | o] 1| 2| 3| 4] 6] 8
60 | 9| 36| 42| 102|144 | 12
ar9n | o] 1] 2| 3| 4] 6] 8| 10| 12
12| 9| 24| 78| 54| 48 |120| 60| 36
(1923) | 0] 4] 6] 8] 12] 18] 24
6| 6| 6| 12| 36| 18| 36
(1929) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 14| 22
4| 4| 12| 42| 32| 20| 14| 22
(1930) | o] 2| 4| 6] 8
12| 4| 84| 36| 24
(1937 | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 14
18| 8| 16| 30| 40| 50| 28
(1941) | o] 1| 3| 4| 5] 6] 7| 8| 10] 11| 13| 14
8| 6| 30| 16| 10| 12| 14| 32| 20| 22| 26| 14
(1943) | o] 1| 2| 3| 4] 6] 8
24| 6| 28| 12| 54| 72| 24
(1947) | 0] 4| 6| 8| 12| 16| 18| 20
12| 78| 18| 12| 24| 48| 18| 30
(1953) | 0| 4| 8| 10| 12| 14| 16| 18| 20| 26| 30| 40
16| 16| 16| 20| 24| 28| 16| 18| 20| 26| 30| 40
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(1959) ] 0] 1] 2| 3] 4] 5] 6] 8| 10] 14
12| 6| 36| 24| 48| 10| 54| 48| 20| 42
(1961) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 26
16| 12| 84| 72| 32| 20| 48| 26
(1967) | 0] 1| 2| 3| 4] 6] 8
12| 6| 64| 24| 66| 144 | 24
(1971) | 4| 6| 8| 16| 18] 20| 30
66 | 42 |120| 24| 18| 60| 30
(1973) | o] 1] 3| 4| 5] 6] 8| 9| 10
32| 6| 48| 80| 50| 84| 32| 18| 20
(19,79) | 0] 2| 4| 6| 8] 12| 16| 20
48| 4| 90| 72| 60| 24| 72| 30
(1983) ] 0] 1| 2| 4| 5] 6] 8| 10| 12| 14
6| 2| 16|102| 20| 30| 60| 40| 18| 126
(1989) | 0| 1| 2| 3| 4] 5] 6| 7| 10] 12| 14| 15| 29| 30
24| 6| 8| 30| 64| 40| 36| 28| 20| 48| 28| 30| 58| 30
(1997) | o] 1| 3| 4| 5] 6| 7| 8| 9] 10] 11| 12
24| 6| 60| 88| 20| 120| 14| 56| 36| 20| 22| 24
(2329) | 0] 2] 4] 6] 8] 10] 18
8| 8| 28| 48| 40| 30| 18
2331) | o] 1| 2| 4| 5] 6] 8| 10
12 4| 8| 42| 10| 30| 36| 50
(2337) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 26| 36
8| 4| 32| 48| 64| 10| 26| 36
(2341) | 0| 2| 3| 4| 5] 6] 7| 8| 10] 13| 14
20| 8| 18| 8| 10| 36| 14| 16| 40| 26| 56
(2343) | 0] 4| 6| 8| 12| 16| 24| 30
12| 36| 24| 48| 54| 24| 36| 30
(2347) | 0] 1| 2| 3| 4] 6] 10
24| 4| 44| 6|126| 54| 30
(2353) | 0] 2| 4| 6| 10] 12| 14
16| 20| 64| 96| 50| 36| 42
(2359) | 2| 4| 6| 12| 16| 18| 20
24| 66| 144 | 54| 24| 18| 30
(2361) | 0] 4| 8| 10| 12| 14| 22| 24| 26
20| 24| 80| 20| 12| 98| 44| 48| 26
(2367) | 0] 4| 6| 8| 12| 16| 18| 20
12| 78| 36| 72| 24| 48| 18] 120
@370 | o] 1| 2| 4| 6] 3
24| 4| 56120 | 144 | 84
(2373) | 0| 3| 4| 5| 7] 8] 10| 11| 14| 15| 18
20| 30| 64| 10| 70| 16| 60| 22| 56| 60| 36
(2379 | 0] 3| 4| 5| 6] 7] 8| 10| 12| 14| 16
24| 18| 66| 30| 84| 14| 12| 90| 90| 28| 24
(2383) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 16| 20
24| 12 |150 | 42| 12| 60| 150 | 24| 30
(2389) | 0| 1| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9] 10| 12| 14| 18| 22
24| 4| 42| 72| 10| 36| 42| 48| 18| 60| 48| 56| 36| 44
(2397) | 0| 1| 3| 4| 5] 6| 7| 10| 11] 13| 14| 16| 20| 24| 26
20| 4| 18| 32| 30| 48| 28| 80| 44| 52| 28| 64| 40| 48| 52
(2931) [ 0] 4] 6] 8] 10] 12] 14 24| 26| 28
2| 40| 48| 16| 30| 12| 14| 24| 26| 28
(2937 | o] 1] 3| 4] 6| 8| 10
6| 3| 6| 48| 36| 96| 90
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(2941) | 1] 2] 3] 4] 6] 8] 12
3| 12| 48| 78| 42| 72| 60
(2943) | 0| 2| 4| 6] 8] 12| 14| 16| 22
16| 4| 44120 24| 24| 28| 48| 22
(2947 | 0| 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 22
10| 16| 32| 42| 48| 20| 48| 42| 80| 22
(2953)| 0] 1] 2| 3| 4] 6| 8] 12
36| 3| 60| 12| 42| 144 | 72| 36
(2959) | 0] 2| 4| 6] 8] 10| 12| 14| 22
16| 32|100| 36| 24| 130 | 12| 56| 44
(2961) | 0| 1] 2| 3] 4] 6| 8] 9 10
6| 3| 24| 18| 144|198 | 24| 18| 30
(2967) | 0| 4] 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 20| 22| 30| 40| 46| 52
20| 32| 12| 48| 30| 12| 28| 16| 36| 20| 88| 30| 40| 46| 52
(2971) | 0| 2| 4| 6] 8] 10| 14| 16| 18
24| 24| 124|120 72| 80| 28| 32| 36
(29,73) | 1| 3] 4| 5] 6| 8| 9| 12| 14| 15] 16| 27
3| 42| 36| 30|102| 24| 18| 72| 42| 60| 72| 54
(29,79) | 0| 4] 6| 8| 10| 14| 18| 20| 24| 56
14| 72| 72| 48| 130 | 84| 36| 40| 48| 56
(29.83) | 0| 2| 4| 6] 8] 10| 14| 16| 22| 30| 36
48 | 24| 84| 108 | 32| 90| 56| 48| 44| 60| 36
(2989) | 0] 1] 2| 3| 4] 5| 6] 9] 10| 12| 16| 20
24| 15| 36| 6|126| 30| 96| 36| 30| 60| 96| 120
(2997 | 0| 1| 3| 4] 5] 6| 8| 9| 12| 15| 18| 20| 32| 34
36| 3| 72| 24| 90| 54| 72| 18| 24| 60| 54| 30| 96| 102
(3137) | 0] 2] 4] 6] 8] 10] 12] 16| 18| 24
12| 4] 96| 12| 32| 50| 24| 32| 18| 24
(314) | 0] 2] 3| 4| 5] 6| 8] 9] 10| 12| 21
8| 8| 12| 56| 50| 24| 16| 36| 60| 24| 42
(3143) | 0| 2| 4| 6] 12| 16| 18] 20
12| 16| 60| 90| 72| 24| 18| 60
(3147 | 1| 2| 3| 4| 5] 6| 8] 10| 12| 18
4| 20| 6| 54| 10| 96| 84| 20| 36| 54
(3153) | 0] 4] 6| 8| 10| 12| 14| 22| 24| 32| 34| 36
12| 28| 18| 16| 10| 48| 42| 66| 24| 64| 68| 36
(3159) | 0| 4] 6| 8] 10| 12| 16| 18| 20
24| 60| 54| 108 | 30| 36| 72| 36| 60
(3161)| 0| 2| 4| 6] 8] 10| 12| 16| 18
24| 28| 60| 144 | 24| 90| 12| 96| 18
(3167)| 2| 4] 6| 8] 10| 12| 16| 18| 32
28 | 72180 | 72| 60| 24| 24| 36| 48
BL7) | o] 1] 2| 3| 4] 6| 7] 10] 14| 16
24| 4| 32| 24| 96|102| 14| 60| 196 | 24
(31,73) | o] 1] 2| 3| 4] 6| 7| 8] 9| 10] 11| 18
16| 4| 24|114]112| 60| 84| 64| 36| 20| 22| 36
(B1,79) | o] 1] 2| 3| 4] 6| 7| 8| 14| 18
12| 12| 88| 36| 174 | 126 | 14| 132 | 28| 18
(31,83) | 0| 4] 6| 8] 12| 16| 18| 20| 24| 30| 40| 42| 56| 60
12| 42| 18| 48| 36| 48| 18| 60| 84| 30| 60| 42| 84| 90
(31,89) | 0| 1| 3| 4] 5] 6| 7] 8| 10| 18| 20| 21
20| 4| 90| 96| 60| 48| 56| 48| 180 | 36| 40| 42
(3197 | o] 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 10] 12| 14
32| 8| 16| 114| 96| 70| 144 | 28| 80| 120 | 48| 28
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(3741) | 0] 1] 3] 4] 5] 8] 9] 11| 12 14] 16
6| 3| 36| 84| 60| 24| 36| 66| 18| 42| 24
(3743)| 0| 2| 4| 6] 8| 10| 12| 14| 18
12| 16 | 100 | 78| 80| 40| 24| 14| 54
(3747) | 0] 2| 4| 6| 8| 10| 12| 14| 16| 18| 22| 42| 50
12| 8| 20| 66| 16| 70| 24| 42| 48| 36| 22| 42| 50
(3753)| 0] 1] 2| 3] 4] 6| 8] 10| 12
6| 3| 36| 18| 138|102 | 24| 150 | 36
(3759)| 0| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 22| 26| 30| 60| 64
12 12| 24| 8| 40| 12| 14| 96| 36 |110| 52| 30| 60| 64
(3761) | o] 1| 2| 3| 4| 8| 10| 14
36| 19| 36| 36| 132|168 | 120 | 42
(3767)| 0| 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 20
16| 48 | 132|192 | 32| 80 | 24| 14| 48| 60
(B770) | 0| 4] 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 24| 26| 32| 44
12| 52| 72| 96| 60| 72| 56| 16| 90| 24| 26| 64| 44
(37,73) ] o] 1| 2| 3| 4| 5| 6] 8] 12] 15
30| 7| 24| 96| 102| 60| 168 | 168 | 18 | 30
(37,79) | 0| 2| 4| 6] 8] 10| 12| 14| 16| 18| 20| 22| 24| 32
24| 20| 148 | 72| 32| 90| 60| 14| 64| 72| 40| 44| 48| 32
(3783)| 0| 4| 6| 8] 10| 14| 18| 24| 28| 30| 34| 46| 72
20| 20| 96| 40| 120|168 | 18 | 48| 56| 60| 34| 46| 72
(3789) | o] 1| 3| 4| 5| 6| 7] 8] 10] 12| 14| 15| 20| 21
48| 3| 66| 24| 90| 102|126 | 72| 90| 60| 42| 60| 30| 42
(3790 | o] 1] 2| 3] 4] 5| 6] 15| 18| 20| 28
24| 7| 48| 96| 282| 30|306| 30| 36| 30| 42
(4143 o] 1] 3] 4] 5] 6] 7] 8] o9 10] 11| 17] 19] 21 22
4| 2| 24| 40| 40| 78| 28| 16| 18| 10| 44| 34| 38| 42| 44
(4147) | o] 2| 3| 4| 5| 6| 7] 8] 10] 12| 14| 18
12| 8| 6| 56| 40| 96| 14| 16| 80| 48| 56| 72
(4153)| 0| 1] 2| 3] 4] 6| 9] 10| 12| 15| 16| 18| 20
12| 3| 12| 48| 96| 36| 18| 30| 168 | 30| 48| 36| 30
(4159 | o] 1] 2| 3] 4] 5| 6] 8| 10| 14| 16| 18| 20
20| 6| 28| 24|120| 20| 126 | 48| 60| 56| 64| 18| 40
(4161) | o] 1| 2| 3| 4| 5| 6| 8| 9] 10| 12| 15| 16| 32
24| 3| 24| 6| 36| 30| 96| 24| 54| 60| 72| 30| 96| 96
(4167)| 0| 1| 3| 4] 5] 8| 9] 10| 13| 14| 16| 17| 18| 19| 21
20| 2| 30| 40| 60| 16| 18| 60| 26| 28| 32| 68| 90| 76| 84
32
64
(417) | o] 2| 3| 4| 5| 6] 8| 9] 10] 11| 12| 14| 16| 18| 22
24| 32| 6| 80| 60| 96| 96| 36| 140 | 22| 24| 28| 32| 36| 44
(41,73)| o] 1] 2| 3| 4] 5| 6] 7] 8| 10] 12| 13
12| 9| 36|126| 96| 30| 156 | 42| 84| 90| 18| 78
(4179) | o] 3] 4| 5] 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 18] 20| 22
12| 96| 32| 50| 60| 56| 48 | 18| 100 | 44| 24| 52| 72| 40| 44
23
92
(4183) | 0| 1] 2| 3] 4] 5| 6] 8| 10| 12| 13| 14| 16| 18| 20
24| 2| 52| 18| 64| 10| 192 | 64| 110 | 48| 52| 98| 32| 36| 80
(4189 | o] 1] 2| 3] 4| 6| 8| 10| 12| 14
12| 21 |120| 90| 234|168 | 120 | 60| 36| 84
(4197 o| 1| 2| 3] 4] 5| 6] 7] 8| 9] 10| 12| 17| 18
48 | 9| 48| 156 | 120 | 120 | 36 | 42 | 156 | 54 | 60| 24| 102 | 54
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(4347) [ 0] 4] 6 8| 12] 18] 20] 24| 28
6| 42| 36 |132| 60| 18| 120| 72| 42

(4353) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 14| 16| 22| 24| 28] 36
12| 8| 76| 84| 24|110| 56| 32| 44| 48| 28| 72

(4359) | 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 9| 10| 12| 14| 16| 18
6| 10| 44| 6| 30| 10| 30| 14|108| 18| 20| 54| 70| 72| 36
30 | 34
30 | 102

(4361) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 22| 46
30| 28| 36|180| 16| 130 | 48| 70| 32| 66| 46

(4367) | 0| 1| 2| 3| 4] 5] 6| 8| 10] 12
24| 14| 8 | 42| 198| 10| 162 | 72| 110 | 36

(4371) | 0] 4| 6| 8| 16| 18| 20| 28| 30| 32| 54| 80
24| 42| 30| 36| 96| 54| 60| 168 | 60| 48| 54 | 120

(4373) | 0] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 8| 9] 10| 11| 14
16| 6| 40| 78| 152 | 20| 120| 48| 18 |210| 22| 84

(4379) | 0] 2| 4| 6| 8] 12| 14| 16| 18| 30| 44
30| 28 |198 | 132|144 | 60| 84| 72| 36| 30| 66

(4383 | 0| 1| 2| 3| 4] 5] 6| 8| 10] 12
36| 10| 56| 18 |270| 30| 222| 36| 150 | 96

(4389) | 0| 1| 3| 4| 5| 6] 8| 9| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 20
12| 2| 66| 48| 10| 60| 16| 36| 22| 24| 104 | 56| 30| 128 | 40
21| 27| 30| 33| 38
42| 54| 60| 66| 114

4397 | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 9] 10| 12| 13| 14| 25
32| 6| 36| 90|112| 60| 96| 84 |128 | 18| 160 | 72| 78| 56| 50

(4753 0 4] 6] 8] 10] 12] 14] 16| 18] 24
8| 20| 164 | 96| 144 | 50| 36| 14| 32| 36| 48

(4759) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 16| 20| 24
24| 12| 138 | 78| 120| 90| 168 | 24| 30| 36

(A761) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 14| 16| 18] 20| 24| 26| 28| 34| 38
8| 4| 44| 24| 56| 20| 56| 48| 90| 60| 24| 26| 28| 34| 76
40 | 52| 54
40 | 52| 54

(4767) | 0| 4| 6| 8| 10| 12| 16| 18| 20| 40| 60
12| 48| 54| 72| 90| 108 | 144|108 | 30| 60| 90

(@r7n) | o] 1| 2| 3| 4] 6] 7| 8| 10] 14| 20
24| 12| 72| 12| 234|204 | 14| 72|120| 70| 30

(4773) | 0] 2| 3| 4| 5] 6| 7| 8| 9] 10| 11| 14| 15| 16| 18
12| 8| 24|152| 20| 48| 56| 48| 54 |100| 44| 56| 30| 32| 36
26 | 28 | 30
52| 56| 60

(ar79) | o] 2| 3| 4| 5] 6] 7| 8| 9] 10] 12| 14| 16| 18] 20
24| 24| 18| 96| 10| 126| 28| 60| 18| 80| 54| 56| 48| 90| 150
26
78

(47383) | 2| 4| 6| 8| 12| 16| 18| 20
48 | 168 | 228 | 48 | 324 | 96 | 36| 60

(4789) | 0| 1| 2| 3| 4] 6| 7| 8| 10] 11| 12| 13| 14| 16| 22
32| 4| 24| 12| 80| 96| 14| 112|120 | 132|120 | 26 | 168 | 96| 44

(ar9n | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 9] 10| 12| 18| 19| 22
40| 4| 8| 30| 96| 20| 96| 56| 64| 54| 180 | 168 | 108 | 76 | 44
28 | 38
56 | 76
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(5359) | 0] 2] 4] 6] 8] 10] 12] 14| 16| 18] 24| 26| 34
12 12| 24| 78| 80 |160| 24| 98| 80| 108 | 48| 52| 34
(5361) | 0| 1| 3| 4] 6| 8| 9] 10| 12| 14| 24| 26| 36
18| 15| 24| 96| 18| 48| 18| 60| 72 |210| 72| 78| 108
(5367) | 0| 2| 4| 6| 8| 10| 12| 14| 18| 22| 28| 32| 38| 48
8| 8|200|126| 96| 140 | 48| 28| 36| 44| 28| 32| 76| 48
(G371) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 20| 22| 24| 34
30| 24124 | 96128 | 60| 120 | 112| 16| 36 | 100 | 44 | 48 | 34
(5373)| 0| 1| 2| 3] 4] 5| 6] 8| 10| 12| 20| 21| 22| 32
24| 3| 12| 90| 42| 180 | 72 |144| 30| 48| 90| 84 |132| 48
(53,79) | 0| 4] 6| 8] 10| 12| 14| 16| 20| 22| 24| 26| 28| 30| 32
20| 44| 24 120|180 | 48| 28| 16| 40| 44| 48| 26| 56| 60| 32
34| 38| 54| 58| 76
68| 38| 54| 58| 76
(5383) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 22| 24| 54
32| 60| 256 | 186 | 56| 140 | 36 | 84| 48 | 90 | 44 | 48 | 54
(5389) | 0] 1] 2| 3| 4] 5| 6] 7| 9| 12| 16| 20| 24| 30
54| 3| 24| 60126 | 30| 228 | 42| 18 |252| 96| 60| 132 | 90
(5397 | 1| 3| 4| 6] 8| 9] 10| 12| 13| 14| 16| 19| 20| 24| 33
3] 48| 54192 | 96| 54| 240 | 144 | 78| 42| 48| 114 | 60| 84| 66
(5961) | 0] 2] 4] 6] 8] 10] 12] 14| 18] 20| 22| 26| 36| 38| 40
6| 8|128| 24| 48| 80| 36| 84| 54| 20| 22| 78| 72| 38| 40
12| 48| 54
42| 96| 54
(5967)| 0| 1] 2| 3] 4] 5| 6] 7| 8| 10| 11| 12| 14| 16| 20
18 6| 12| 24| 192 | 30| 138 | 14| 12| 90| 44| 54| 154 | 48| 30
22| 24| 30
88 | 36| 30
(59,71) | 0| 4] 6| 8] 12| 16| 18] 20| 40
12 | 138 | 126 | 168 | 318 | 120 | 108 | 30 | 60
(59,73) | 0| 1| 2| 3] 4| 5| 6| 8| 9| 10] 12| 13| 14| 16| 18
12| 2| 8| 48| 24| 70| 60| 16| 36| 40| 96| 156 | 14| 32| 72
19 20| 22| 23] 25| 26| 28] 29
38| 80| 44| 46| 50| 52| 56| 58
(59,79) | 2| 4] 6| 8] 12| 16| 18] 20| 22| 28| 30| 32| 40| 42| 100
12| 60| 72| 84| 108 | 48| 36| 120 | 66 | 126 | 30| 144 | 60| 84 | 150
(5983) | 0] 1| 2| 4| 6] 8| 10| 11| 12| 14| 22
48 | 14 | 100 | 258 | 318 | 156 | 60 | 22 | 72| 168 | 44
(59,89) | 0| 1] 2| 3] 4] 5| 6] 7| 8| 10| 14| 16| 18| 19| 21
40| 6| 68| 42296 | 60| 300 | 28| 128|160 | 42| 64| 36| 38| 42
(5997 | 0| 1] 3| 4] 5] 6| 7| 8| 11| 12| 13| 14| 15] 16| 17
16| 2| 54|128| 90| 60| 28| 136 | 22| 72| 130| 56| 90| 96| 34
19 20| 21| 24| 26| 3l
76 | 80| 42 | 144 | 52| 62
(6167) ] 0] 2] 4] 6] 8] 10] 12 14| 16] 18] 20] 22| 24| 26| 28
12 12| 60| 42| 64| 30| 72| 112| 32| 54| 60| 88| 48| 130 | 56
30 | 32
150 | 32
6171) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 16| 18| 20| 22| 26| 30| 32
12| 12| 64| 66| 16| 40| 24| 140 | 16 | 144 | 80| 44| 78| 60| 32
42| 48| 58| 64| 76
42 | 48| 58| 64| 76
(61,73) | 1] 2| 3| 4| 6] 7| 8| 9| 10] 12| 14| 16| 28
7] 24168102 | 120 | 42| 240 | 216 | 30 | 24| 84| 48| 42
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(61,79) | 0] 2] 4] 6] 8] 10] 12 14| 16] 18] 20] 24| 26| 44
30| 20 |228|180 | 232|140 | 72 |112| 32| 36| 40| 48| 26| 44
(61,83) | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 14| 18] 22| 24| 26| 32| 36| 38
20| 4| 72| 30|104|120| 60| 70| 54| 110| 24| 52| 64| 108 | 76
40 | 44| 46| 52| 54 | 98
40 | 44| 46| 52| 54| 98
(6189 | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 8| 10] 14| 15| 16| 18| 24| 50
12 3| 12| 84| 108|180 | 96| 228 | 90| 42| 30| 144 | 144 | 72 | 150
61,97 | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 8| 9] 11| 12| 14| 16| 18] 36
90 | 7| 24| 36|204| 60| 84| 48| 72| 132|288 | 168 | 216 | 36| 54
(67,71) | 0] 4] 6] 8] 10] 12] 14| 18] 20| 24| 28] 40| 48| 64
6| 66| 30 |144 | 30| 156 | 84 | 144 | 150 | 72| 42| 60 | 144 | 96
67,73) | 0] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 9] 10] 11| 12| 14| 15
16| 6| 8| 96|160|140| 54| 70| 192 | 18| 120| 22| 48| 126 | 60
18 20| 23
36 | 40 | 46
67,79 | 0] 2| 4| 6| 8] 10| 12| 16| 18| 20| 24| 48
36| 4|138 378|144 | 90| 36 | 144 | 180 | 30 | 108 | 72
678) ] 0] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 10| 12| 14| 16| 20| 22
6| 6| 36| 12204 | 10| 222| 14| 96| 170 | 108 | 154 | 168 | 60 | 132
30
30
6789 | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 9] 11| 12| 13| 14] 15
16| 2| 8|138|128| 60| 24| 98| 176 | 18| 44| 48| 26| 98| 30
16| 17| 18| 19| 27| 37| 40| 42| 44
64102 | 72| 38| 54| 74| 40| 84| 88
6797 o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 9] 10| 12| 13| 14| 18
32| 6| 56|102|168| 60| 240 | 56| 208 | 144 | 40| 48| 52 | 112 | 162
20 | 22| 24
40 | 44| 96
(71,73) | 0] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 10| 11] 13] 14] 15| 16| 19] 20
4| 66| 40| 90| 120| 42| 32 |100| 44 | 156 | 28| 30| 64| 76| 40
22| 23| 24| 28| 31| 34| 38
44| 46| 48| 56| 62| 68| 76
(7179 | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 8| 10] 12| 14| 19| 22| 28] 38
12| 8| 40| 6168 | 70| 150 | 312|170 | 90 | 42| 38| 132|126 | 76
(7183) | 0] 2| 4| 6| 8] 12| 14| 16| 18| 20| 28| 32| 36| b4
24| 12 | 162 | 60 | 108 | 144 | 168 | 168 | 36 | 150 | 252 | 48 | 126 | 54
(7189) | o] 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8] 10| 11| 12| 13| 14| 18
20| 4| 40| 36| 120| 60| 276 | 28| 192|180 | 22| 144 | 78| 28| 108
20 | 22| 34
40 | 176 | 68
(7197 | o] 1| 3| 4| 5] 6] 7| 8| 9] 10| 11| 13| 14| 15| 17
28| 4|240| 40| 70| 72| 84| 112|108 | 140 | 44| 52| 56| 30| 34
20 | 22| 23| 24| 30| 44| 45
80| 132 | 92| 48 | 120 | 88| 90
(7379 ] 0] 1] 2| 3] 4] 5] 7] 8] 9] 10] 11] 12| 14| 15] 16
8| 4| 8|156|136| 60| 70| 96| 18| 200|132 | 72| 168 | 150 | 32
18| 23| 26
72| 46| 52
(7383) | 0] 1| 2| 4| 5] 6] 7| 8| 9] 10| 11| 12| 14| 18] 20
12 2| s8|184| 50| 66| 28| 80| 54130 | 22| 168 | 84| 72| 80
26| 29| 30| 34| 54| 55
104 | 58| 120 | 68| 54| 110
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(7389 0] 1] 2 3] 4] 5] 6] 7] 8| 9] 10| 12] 14] 17| 18
12| 9| 24240156 | 150 | 96 | 42 | 120 | 54 | 120 | 96 | 126 | 102 | 108
20 | 25
60 | 150

(73970 0] 1] 2| 3] 4| 5| 6| 7| 8| 10] 12| 14
24 | 37| 108 | 108 | 342 | 120 | 396 | 126 | 156 | 240 | 72| 84

(79.83) | 4] 6] & 10] 12| 16] 18] 20| 24| 26| 28] 36| 40| 42| 44
42 [ 144 | 72| 60| 36| 48| 180 | 30| 72| 156 | 126 | 54 | 180 | 126 | 66
56 | 76 | 90
84 | 114 | 90

(7989) | 0| 2| 3| 4] 5| 6] 7| 8| 9| 10] 11| 12| 13| 15| 16
16| 8|150| 96| 20| 48| 42| 32| 72| 80| 44| 24| 26| 30| 64
17| 18| 19| 21| 22| 23| 26| 44| 47
68 | 108 | 114 | 210 | 176 | 138 | 52 | 88| 94

(7997 o] 1| 2| 3] 4] 5| 6] 7| 8| 9] 10| 11| 12| 13| 14
24| 4| 32| 66| 72| 30| 120| 70| 80| 162| 20| 198 | 144 | 156 | 168
15| 16| 17| 18] 19| 22| 23| 24| 26
30 | 160 | 68| 36| 38| 44 | 138 | 48| 52

(8389) | 0] 1] 2| 3] 4] 6] 7] 8] 10] 11| 12] 14| 15| 16] 18

8| 2| 24| 24| 128|318 | 14| 32| 240 | 88| 144 | 196 | 60| 96 | 108

22 | 24| 26| 28| 38
176 | 48| 52| 56| 76

(8397 | 0| 1] 2| 4] 5] 6| 8] 9| 10| 12| 13| 14| 16| 18| 20
12 2| s|112] 30| 12| 136| 72| 40 |120| 52| 112|224 | 72| 120
21 | 22| 25| 26| 30| 3L | 34| 38| 39| 56| 58| 62
42 | 44| 50| 104 | 60| 62| 68| 76| 78| 168 | 58| 124

(8997 o] 1] 3| 4] 5] 6] 7] 8| 10| 12| 13| 14| 17] 20| 24
24| 21 (312|534 60| 138|168 | 48| 180 | 24| 78| 252 | 102 | 180 | 84

If p # 3, then there is always a period dividing 4 in the list above. Therefore,

we get the following corollary.

Corollary 1. Let (p,l) be a pair of prime numbers such that 3 < p < 1 < 100.

Then there are x,y € I'y; such that zy = yz and |x|* = p?, |y|? = 1.

Note that per(a,b) =1 if and only if ab=ba € I'p;.
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